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1 Einleitung

Die Diskussion elementarer Funktionen spielt in der Schulmathematik und je-
der einfithrenden Analysisvorlesung eine besondere Rolle. Inwieweit konnen
Computer dieses Problem l6sen? E.H.A. Gerbracht und W. Struckmann
[GS96] zeigen, dak kein Algorithmus existieren kann, der in der Lage wire, al-
le elementaren Funktionen vollstdndig zu diskutieren. Jedes Programm muf
sich daher auf Teilklassen oder Teilprobleme beschrénken.

Am Institut fiir Programmiersprachen und Informationssysteme der Techni-
schen Universitdt Braunschweig wurden in den vergangenen Jahren in einer
Reihe von Arbeiten Klassen elementarer reeller Funktionen, die algorith-
misch diskutiert werden konnen, untersucht. E. H. A. Gerbracht |Ger92| lenkt
in seiner Diplomarbeit den Blick auf exakt-invertierbare Funktionen und ihre
Eigenschaften. Seine theoretischen Uberlegungen werden von E.H.A. Ger-
bracht und W. Struckmann [GS94]| fortgefithrt und von J. Banning [Ban95]
und S. Warther |War97| in Maple-Prozeduren umgesetzt. A. Klos [Klo95]
sowie E.H.A. Gerbracht und W. Struckmann [GS97| gehen auf Fragen
der Symmetrie von Polynomen und gebrochen rationalen Funktionen ein.
M. Cohrs |Coh97| beschéftigt sich in seiner Studienarbeit mit den durch
FOE-Termen (first order exponential) beschriebenen Funktionen.

Als Ergebnis dieser theoretischen und praktischen Arbeiten stehen eine An-
zahl von Maple-Prozeduren zur Verfiigung, die Teilprobleme einer Kurvendis-
kussion l6sen konnen. Jede einzelne dieser Prozeduren dient dabei einem ganz
bestimmten Zweck. So kénnen z. B. durch die Prozedur Defbreaks die Defini-
tionsliicken einer Funktion bestimmt werden, mit der Prozedur Nullstellen
werden die Nullstellen ermittelt und die Prozedur Extremstellen berechnet
die Extremwerte. Der néchste Schritt ist die Zusammenfassung der einzelnen
Prozeduren zu einem Gesamtsystem. Das Ergebnis ist das Maple-Programm
diskus, das insbesondere auch die meisten der im Schulunterricht behan-
delten Funktionen vollstdndig diskutieren kann. Hierunter verstehen wir die
symbolische Ermittlung der Null-, Extrem- und Wendestellen einer gegebe-
nen reellen Funktion sowie die Bestimmung ihrer Symmetrieeigenschaften,
ihrer Asymptoten und ihres Verhaltens im Unendlichen und zusétzlich, basie-
rend auf diesen Daten, eine Zeichnung des Funktionsverlaufs und die Ausgabe
einer Wertetabelle (vgl. [MW85]).

In diesem Report beschreiben wir diskus. In Abschnitt 2 gehen wir zunéchst
auf die verschiedenen Versionen des Programms und ihre Installation ein.
Abschnitt 3 enthélt ein vollstédndiges Bedienhandbuch. Einzelheiten der Imn-
plementierung — und hier insbesondere Fragen der automatischen Plotbe-
reichsbestimmung — werden in Abschnitt 4 diskutiert. Abschnitt 5 stellt ei-
nige ausfithrliche Beispiele vor. Das abschliefende Abschnitt 6 befafit sich
mit Fragen, die bei der Implementierung von diskus aufgetreten sind. Hier
sind sowohl grundsétzliche theoretische Probleme als auch praktische Fehler
in der benutzten Maple-Version gemeint.
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2 Installation und Laden des Packages funcdisc

Um das Programm diskus benutzen zu kénnen, muf zundchst das Package
funcdisc installiert werden. Hierzu stehen grundséitzlich zwei verschiedene
Méglichkeiten zur Verfiigung: zum einen die Installation einer ,kompilierten®
Version und zum anderen die der vollstandigen Quellen. Die entsprechenden
Vorgehensweisen und die Vor- und Nachteile beider Moglichkeiten werden in
den folgenden Abschnitten niher erlautert.

2.1 Benutzung der kompilierten Version

Bei der Verwendung der kompilierten Form des Packages funcdisc ist auf die
richtige Version zu achten, d.h., die zugrunde liegende Maschine (d.i. das
Betriebssystem, wahlweise UNIX oder MS-Windows), sowie die verwendete
Version von Maple V (Release 3 bzw. Release 4) sind zu berticksichtigen.

Die kompilierte Form von funcdisc liegt als Maple-spezifische .m-Datei vor.
Aus dem Namen dieser .m-Datei lafst sich die Version ablesen. So steht z. B.
der Name fd_w_x_4.m fiir eine Version, die unter UNIX mit X-Window in
Maple V Rel. 4 1duft. Entsprechend ist die Datei £d_w_w_3.m nur unter MS-
Windows mit Maple V Rel. 3 lauffahig.

Ist die benotigte Version ermittelt, so sollte die entsprechende .m-Datei in
das share-Verzeichnis des Maple-Verzeichnisbaumes kopiert werden. Ist dies
geschehen, so kann anschliefend in Maple mit der Kommandosequenz!

> with(share): readlib(fd_w_x_3):

das Package eingelesen werden. Danach sind alle Prozeduren des Packages
funcdisc verfiigbar.

Der vergleichsweise einfachen Installation der vorkompilierten Version von
funcdisc steht jedoch der Nachteil gegeniiber, daf in diesem Fall nicht die
gesamte Funktionalitdt des Packages genutzt werden kann. Dies erklart sich
dadurch, dafs in einige der Prozeduren gewisse Pfadangaben fest hineinkom-
piliert sind. Hiervon ist allerdings nur die KTEX-Ausgabe, welche durch das
Rahmenprogramm diskus, die eigentliche Benutzerschnittstelle, generiert
wird, betroffen. Wird also eine kompilierte Version von funcdisc benutzt, ist
darauf zu achten, daf die WIEX-Ausgabe unterdriickt wird (siehe dazu auch
Abschnitt 3.3)2.

Hier dargestellt an der funcdisc-Version fiir Maple V Rel. 3 unter UNIX mit X-Window.

2 Es wire auch moglich gewesen, eine kompilierte Version von funcdisc zu erstellen, wel-
che die BTEX-Ausgaben immer in das aktuelle Verzeichnis schreibt. Dies hat allerdings
den Nachteil, daft diese Ausgaben in das fiir Maple aktuelle Verzeichnis geschrieben
werden. Unter UNIX kann das aber bedeuten, dafs man fiir dieses Verzeichnis nicht im-
mer Schreibberechtigung hat, weshalb von dieser Methode Abstand genommen wurde.
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2.2 Installation der Quellen

Um die volle Funktionalitit des Packages funcdisc ausnutzen zu konnen, ist
es in der aktuellen Version notig, die Quelldateien zu installieren und ei-
nige Konfigurationen vorzunehmen. Hierbei ist es sinnvoll, die Quellen des
Packages in einem eigenen Unterverzeichnis (z.B. ~/maple/funcdisc/) zu
installieren.

Die Quelldateien selbst sind auf mehrere Unterverzeichnisse verteilt. So fin-
den sich in den Verzeichnissen banning/, cohrs/, klos/ und waerther/ die
einzelnen Programm-Module des jeweiligen Autors, das Verzeichnis help/
enthilt die Dateien der Online-Hilfe? und die Verzeichnisse texout/ sowie
session/ sind zur Ausgabe der IXTEX-Dateien, respektive zum Speichern
von Maple-Sessions vorgesehen. Um die notige Konfiguration so gering wie
moglich ausfallen zu lassen, sollte diese Verzeichnisstruktur beibehalten wer-
den.

Im Hauptverzeichnis der funcdisc-Quellen finden sich noch zwei weitere wich-
tige Dateien: main.fd und update.

Die Datei update ist ein Shell-Skript, mit welchem aus den Maple V Rel. 3-
Quelldateien die Maple V Rel. 4-Quelldateien erzeugt werden koénnen. Da-
bei ruft update fiir jede der Maple V Rel. 3-Quelldateien das Programm
updtsrc? auf und erzeugt eine neue Datei. Um die korrekte Funktionsweise
von update zu gewéhrleisten, sind einige Punkte zu beachten. Wird bei der
Installation der funcdisc-Quellen eine andere Verzeichnisstruktur als die be-
schriebene gewéhlt, so mufs das Shell-Skript update entsprechend angepafst
werden. Weiter sollte das den einzelnen Programm-Modulen zugrundeliegen-
de Namensschema bei neu implementierten Modulen beibehalten werden.
So deutet die Endung .m53 darauf hin, daf es sich bei einer solchen Da-
tei um ein Modul fiir Maple V Rel. 3 handelt. Entsprechend kennzeichnet
die Endung .m54 ein Modul, welches den syntaktischen Anforderungen von
Maple V Rel. 4 geniigt. Anderungen oder Erweiterungen der Quellen sollten
an der .mb53-Version der jeweiligen Datei durchgefithrt werden, da ja die auf
Maple V Rel. 4 lauffahige .m54-Version mittels des update-Skriptes automa-
tisch generiert werden kann.

Die Datei main.fd stellt das Hauptprogramm von funcdisc dar. Es regelt in
erster Linie das Einlesen der korrekten Versionen der einzelnen Programm-
Module. Dariiber hinaus werden hier einige globale Variablen belegt, die

3 Diese ist derzeit leider unvollstindig. Zu den Prozeduren von S. Warther existiert
keine Ounline-Hilfe. Aus diesem Grund ist auch die Ounline-Hilfe per Voreinstellung
nicht verfiigbar.

4 updtsrc ist ein Bestandteil der Maple V Rel. 4-Distribution und dient dazu, ein fiir

Maple V Rel. 3 geschriebenes Programm an die neue Syntax von Maple V Rel. 4
anzupassen.
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fiir den reibungslosen Ablauf des Rahmenprogramms diskus wichtig sind.
Desweiteren erzeugt main.fd eine kompilierte Version des Packages func-
disc (die bereits erwdhnte .m-Datei), welche im Hauptverzeichnis der In-
stallation abgelegt wird. Die Datei main.fd ist es auch, in der einige be-
nutzerspezifische Konfigurationen vorgenommen werden miissen, welche die
Angabe der Suchpfade betreffen. Anzupassen sind hier zum einen die Va-
riablen _home_path und _pre_path sowie _path_banning, _path_cohrs,
_path_klos, _path_waerther, _path_help und _path_texout.

In _home_path sollte das Home-Verzeichnis des Benutzers eingetragen wer-
den. Das kann unter Umsténden einfach durch die Angabe von ,~* gesche-
hen, sofern dies auf der zugrundeliegenden Maschine unterstiitzt wird. In
_pre_path sollte das funcdisc-Unterverzeichnis (z.B. ~/maple/funcdisc/)
eingetragen werden. Die restlichen Variablen beinhalten den Pfad zu den ein-
zelnen Quelldateien und sind in der vorgegebenen Verzeichnisstruktur belegt
mit banning/, cohrs/, klos/ etc., d. h., diese Variablen brauchen bei Beibe-
haltung der vorgeschlagenen Verzeichnisstruktur nicht verdndert zu werden.
Sind die Variablen korrekt belegt, so erhdlt man dann durch Konkatenation
der Variablen _home_path, _pre_path und z.B. _path_banning eine giiltige
Pfadangabe zu den Quelldateien der von J. Banning implementierten Pro-
zeduren.

Durch die Variable _path_texout wird das Verzeichnis festgelegt, in welche
die IANTEX-Ausgaben geschrieben werden. Hier ist besonders darauf zu ach-
ten, daft man fiir das Verzeichnis, welches sich durch die Konkatenation von
_home_path, _pre_path und _path_texout ergibt, auch Schreibberechtigung
hat.

Mittels Belegung der Variablen _load_info mit 1 kann man sich beim Laden
der Module anzeigen lassen, von welchen Pfaden welche Programm-Module
geladen werden (sollen). Dies ist insbesondere dann niitzlich, wenn hierbei
Fehler auftreten.

Sind alle notwendigen Anderungen in der Datei main.fd vorgenommen, kann
das Package funcdisc in Maple geladen werden. Dazu ist es sinnvoll, Maple
aus dem Verzeichnis zu starten, in dem auch main.fd liegt, und danach die
Datei main. fd iiber das Kommando

> restart: read ‘main.fd‘:

einzubinden. Nach erfolgreicher Ausfiihrung von main.fd, d.h. nach er-
folgreichem Laden der Programm-Module, steht das Package funcdisc zur
Verfiigung. Da der Modul-Lader main.fd aus den geladenen Programm-
Modulen eine kompilierte Version (die .m-Datei) erstellt, ist das zuvor be-
schriebene Vorgehen zur erneuten Benutzung von funcdisc nicht notwendig,
sofern die Quellen unverandert bleiben. Mit der soeben erstellten personali-
sierten .m-Datei kann dann wie in Abschnitt 2.1 beschrieben verfahren wer-
den.
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3 Bedienung und Funktion des Rahmenprogramms
diskus

Das Package funcdisc stellt im wesentlichen eine Sammlung von einzelnen
Prozeduren und Funktionen dar, mit deren Hilfe man gewisse Klassen ele-
mentarer Funktionen symbolisch diskutieren kann. Dabei {ibernimmt je-
de dieser Prozeduren eine ganz bestimmte Aufgabe. So kann man z. B.
mit der Prozedur Defbreaks die Definitionsliicken oder mit der Prozedur
Nullstellen die Nullstellen einer Funktion bestimmen. Eine vollstiandige
Kurvendiskussion durch sukzessive Anwendung dieser einzelnen Spezialpro-
zeduren erweist sich allerdings als ziemlich miihselig, da dies eine ganze Reihe
von Funktionsaufrufen erfordert. Aus diesem Grund wurde mit dem Rah-
menprogramm diskus eine einfach zu bedienende Benutzerschnittstelle ge-
schaffen, die es ermdglicht, eine komplette Kurvendiskussion mit nur einem
Funktionsaufruf durchzufiihren.

Die automatisierte Abarbeitung der einzelnen Diskussionsalgorithmen war
jedoch nicht die einzige Motivation zur Erstellung von diskus. Es gab
dariiber hinaus noch weitere Mafgaben, die von diskus erfiillt werden soll-
ten. So war es wiinschenswert, die ermittelten Ergebnisse sowohl symbolisch
als auch numerisch in einer optisch ansprechenden und vor allem iibersicht-
lichen Form zur Ausgabe zu bringen. Eine weitere Zielsetzung war die auto-
matische Erstellung eines moglichst aussagekréftigen Funktionsplots. Dabei
galt es, den Plotbereich der Funktion so zu wéhlen, dafl alle berechneten
und die Funktion charakterisierenden Resultate auch im Plot wiederzufin-
den sind. Den Funktionsplot unterstiitzend sollte zudem eine Wertetabelle
generiert werden. Um schlieflich die berechneten Ergebnisse, den Plot und
die Wertetabelle zu Papier bringen zu kénnen, sollte noch die M&glichkeit im-
plementiert werden, diese Daten in eine Datei auszugeben. Dies geschieht in
der Form einer W TEX-Datei, in welche der Funktionsplot als PostScript-Datei
eingebunden wird, da Maple bereits eine (rudimentire) IATEX-Schnittstelle
besitzt.

Die dem Rahmenprogramm diskus zugrundeliegenden Spezialprozeduren
wurden bereits in den entsprechenden Arbeiten [Ban95]|, [Klo95], [Coh97]
und |War97| beschrieben, so daf wir hier nun ausfiihrlich auf die Bedienung
des Rahmenprogramms diskus eingehen werden.

3.1 Aufruf

Nachdem das Package funcdisc geladen wurde (siehe dazu auch Abschnitt 2)
kann eine vollstdndige Kurvendiskussion mittels des Rahmenprogramms
diskus durchgefithrt werden. Im Normalfall geniigt hierzu die Eingabe

> diskus(f,x);
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Dabei ist f die zu untersuchende Funktion und z die Variable, von der f
abhéngt. Einige Anmerkungen zur korrekten Syntax der Funktionen, die
mit den Prozeduren des Packages funcdisc und speziell mit dem Rahmen-
programm diskus diskutiert werden konnen, finden sich im folgenden Ab-
schnitt 3.2.

Nach dem Start von diskus werden nacheinander die einzelnen Prozeduren
zur Bestimmung der Definitionsliicken, Nullstellen, Extremwerte, Wendestel-
len, Symmetrieeigenschaften, Asymptoten und des Verhaltens im Unendli-
chen abgearbeitet. Alle Ergebnisse werden unmittelbar auf dem Bildschirm
ausgegeben. Sollte es sich bei der betrachteten Funktion um eine solche han-
deln, die nicht vollstdndig symbolisch diskutiert werden kann, d.h., fiir die
eine oder gar mehrere der spezialisierten Prozeduren keine Ergebnisse ermit-
teln konnen, dann wird in diesen Fillen eine entsprechende Meldung gelie-
fert. Der weitere Ablauf von diskus wird aber nicht unterbrochen, d. h., die
Erstellung des Funktionsplots, der Wertetabelle und der I TEX-Datei wird
auch in diesem Fall ausgefiihrt.

3.2 Syntax der Funktionsdefinition

Das Rahmenprogramm diskus, wie auch die meisten der von diskus benutz-
ten Prozeduren des Packages funcdisc, erwartet die zu diskutierende Funktion
in einer speziellen Notation. Da diese bereits in den Arbeiten [Ban95]|, [Klo95]
und [War97| erldutert wurde, sollen an dieser Stelle nur die wichtigsten De-
tails wiederholt werden.

e Polynome (und andere algebraische Funktionen) miissen in der sogenann-
ten Pfeilschreibweise eingegeben werden, d.h. in der Form x-><Polynom>.
So wird zum Beispiel die durch

f(2) = a?

gegebene Normalparabel als

eingegeben.

e Die Eingabe der elementaren transzendenten Grundfunktionen, wie z. B.
der Sinus-, Cosinus- oder der Logarithmusfunktion, geschieht ohne Angabe
eines Arguments, d.h., daf z. B. die durch

f(z) = sin(x)
gegebene Funktion lediglich durch den Maple-Ausdruck
f := sin;

definiert wird.
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e Funktionsschachtelungen der Form f(g(x)) sind tiber den @-Operator zu
realisieren. So ist zur Diskussion der durch

f(@) = Vsin(a? + 1)
definierten Funktion die Eingabe von f als
f = (x->x~(1/2))0@sin@(x->x"2+1);
notwendig.

e Im Zusammenhang mit dem O-Operator ist auf eine korrekte Klam-
merung bei der Definition der Funktion zu achten, da aufgrund der
Operator-Prazedenzen der @-Operator die gleiche Bindungsstéirke hat wie
der Multiplikations- und der Divisionsoperator. So ist z. B. die Funktions-
vorschrift

flz) = (2% = 3) - o+
durch den Maple-Ausdruck
f = (x->x72-3)*(exp@(x->x~2+3));

zu definieren. Man beachte hierbei die notwendige Klammerung des Teil-
Ausdrucks (exp@(x->x~2+3)).

3.3 Optionale Parameter

Uber eine Reihe von optionalen Parametern, die der Prozedur diskus beim
Aufruf mit {ibergeben werden, wird dem Benutzer ermoglicht, das Verhalten
von diskus gezielt zu beeinflussen. Die Aufrufsyntax von diskus lautet dann

> diskus(f, x[, key;=param;, keyp=paramg, ...|);
wobei key,, das den Parameter identifizierende Schliisselwort ist und param,

der zugehorige Wert. Im einzelnen versteht diskus die folgenden optionalen
Parameter:

e verbose=<num> mit num € {0, 1,2} Default: verbose=1
Hiermit wird der Grad der ,Gesprachigkeit® von diskus eingestellt. Fiir

verbose=0 werden nur die wichtigsten Warnungen ausgegeben, wahrend
fiir verbose=2 entsprechend alle Warnungen ausgegeben werden.

e noout=<bool> mit bool € {true, false} Default: noout=false

Fiir noout=true wird die Bildschirmausgabe der berechneten Ergebnisse
vollstindig unterdriickt®. Die Erstellung des Funktionsplots sowie die Er-
zeugung der Wertetabelle und die Ausgabe der XTEX-Datei bleiben davon
jedoch unberiihrt.

5 Es ist zu beachten, daff durch die Angabe von noout=true nicht die Berechnungen
selbst, sondern nur die Ausgabe der berechneten Werte auf dem Bildschirm unterdriickt
werden.



3.3 Optionale Parameter 9

e noplot=<bool> mit bool € {true, false} Default: noplot=false

Uber die Angabe von noplot=true kann die Ausgabe des Funktionsplot
unterbunden werden. Dadurch unterbleibt auch die Bestimmung des y-
Plotbereichs. Ist zusétzlich noch die Option notab=true gesetzt (siehe un-
ten), so wird aufserdem noch die z-Plotbereichsbestimmung unterdriickt.

e notab=<bool> mit bool € {true, false} Default: notab=false

Bei Angabe der Option notab=true wird keine Wertetabelle ausgegeben.
Ist dariiber hinaus noch der Parameter noplot=true (siche oben) gesetzt,
dann fallen auch die Berechnungen zur Plotbereichsbestimmung weg.

e notex=<bool> mit bool € {true, false} Default: notex=false

Fiir notex=true wird die Erzeugung der IXTEX-Datei und der Postscript-
Datei, welche den Funktionsplot enthélt, unterdriickt. Die optionalen Pa-
rameter texfile sowie psfile (siehe unten) bleiben dann ohne Wirkung.

e nonum=<bool> mit bool € {true, false} Default: nonum=false

Mit nonum=true wird die Ausgabe der numerischen Werte auf dem Bild-
schirm verhindert. Dies beeinflutt jedoch nicht die Ausgabe der numeri-
schen Werte in die INTEX-Datei.

e noshort=<bool> mit bool € {true, false} Default: noshort=false

Mittels der Option noshort kann der Benutzer festlegen, ob versucht wer-
den soll, bestimmte symbolische Ausdriicke zu vereinfachen oder nicht.

Eine Vereinfachung symbolischer Ausdriicke wird dann interessant, wenn
Funktionswerte berechnet werden sollen, d.h., wenn ein symbolisches Er-
gebnis in die Funktionsgleichung eingesetzt wird. Es hat sich gezeigt,
daft Maple beim Einsetzen eines symbolischen Wertes in eine Funktions-
gleichung in der Regel nur eine blofe Ersetzung der Variable z durch
den einzusetzenden Wert vornimmt und fiir den Benutzer offensichtli-
che Vereinfachungen unterlafit. So ergibt sich zum Beispiel fiir die durch
f(z) = (2% +1)/(z + V2) definierte Funktion, welche ein Minimum bei
Tmin = —V2 + V3 besitzt, der Funktionswert an der Stelle x, zu
f(@min) = (1/3) - ((=V2 + v/3)? + 1) - V/3. Dies entspricht auch dem von
diskus gelieferten Ergebnis fiir noshort=true. Setzt man in diesem Falle
jedoch noshort=false, so erhilt man als Resultat den erheblich kiirzeren

Ausdruck f(zmin) = —2v2 + 2V/3.

Auf der anderen Seite ergibt sich bei dem Versuch einen symbolischen Aus-
druck zu vereinfachen allerdings nicht immer ein einfacherer bzw. kiirzerer
Ausdruck. Das Problem liegt hier bereits in der (wohl zum Teil subjekti-
ven) Beurteilung dessen, was die Komplexitit eines Ausdrucks ausmacht.
In der vorliegenden Version von diskus wird der zu vereinfachende Aus-
druck durch einige Standard-Kommandos wie z. B. simplify und expand
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transformiert und die jeweiligen Ergebnisse bzgl. ihrer Komplexitét bewer-
tet. Als Mafs der Komplexitdt der so erhaltenen dquivalenten Ausdriicke
wurde die absolute Lange gewahlt, welche sich iiber den Speicherbedarf de-
finiert. Dies hat allerdings unter Umsténden zur Folge, dafs augenscheinlich
einfachere Ausdriicke von diskus verworfen werden, da sie Maple-intern
eine langere Darstellung besitzen.

e pretty=<bool> mit bool € {true, false} Default: pretty=true

Maple V Rel. 3 kennt zwei verschiedene Bildschirmausgabemdoglichkeiten:
die Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus und die Ausgabe der Formeln
im Textmodus®. Beim Prettyprint-Modus (pretty=true) handelt es sich
um eine grafische 2D-Ausgabe von Formeln. Sie entspricht der aus der Ma-
thematik gewohnten Schreibweise mit Hoch- und Tiefstellungen, Integral-
zeichen, Sonderzeichen usw. Die Ausgabe im Textmodus (pretty=false)
entspricht dagegen der Schreibweise, wie sie auch bei der Eingabe von For-
meln verwendet wird. Das heift, daf z.B. ein Ausdruck wie z? als x~2
erscheint.

Beide Ausgabemodi haben ihre Vor- und Nachteile. So ist natiirlich die
Ausgabe von symbolischen Werten, Formeln, etc. im Prettyprint-Format
deutlich lesbarer und iibersichtlicher als im Textmodus, wo die Ausgabe ei-
nes symbolischen Ausdruckes schnell mehrere Zeilen fiillen kann. Ungliick-
licherweise bietet Maple V Rel. 3 aber keine Moglichkeit, die Formatierung
der Prettyprint-Ausgaben zu beeinflussen, da im Prettyprint-Modus ausge-
gebene Ausdriicke grundsédtzlich zentriert auf dem Bildschirm erscheinen.
Hierdurch wird jedoch die iibersichtliche Ausgabe von mehreren symbo-
lischen Werten, wie sie ja im Zusammenhang mit diskus notig ist, er-
heblich erschwert. Diesen Nachteil hat man im Textmodus nicht. Hier ist
es relativ leicht moglich tabellarische Ausgaben zu erzeugen. Wie bereits
erwahnt, macht es allerdings im Interesse der Lesbarkeit nur wenig Sinn,
léngere Ausdriicke im Textmodus symbolisch auszugeben. In diskus wur-
de deshalb auch auf diese Moglichkeit verzichtet, d.h., fiir pretty=false
erscheinen die Ergebnisse auf dem Bildschirm nur in numerischer Form.

e discont=<bool> mit bool € {true, false}

Der Ausdruck discont steht fiir ,discontinuity*. Uber diesen Wert kann
man diskus dariiber in Kenntnis setzen, dafs die betrachtete Funktion
Unstetigkeitsstellen aufweist. discont ist eigentlich eine boolesche Option
des plot-Kommandos von Maple und wird von diskus in Abhéngigkeit

6 Eigentlich gibt es drei Ausgabemodi: die grafische 2D-Ausgabe, die textbasierte 2D-
Ausgabe und die reine Text-Ausgabe. Die textbasierte 2D-Ausgabe, quasi eine Mi-
schung aus den beiden anderen Modi, eignet sich jedoch unserer Meinung nach weni-
ger zur verniinftigen Ausgabe von symbolischen Werten, weshalb hier auf diese Aus-
gabemdglichkeit verzichtet wurde.
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vom Ergebnis der Defbreaks-Prozedur entsprechend gesetzt. Leider lieften
sich im Zusammenhang mit der discont-Option des plot-Kommandos
in Maple V Rel. 3 immer wieder Fehler feststellen, die zu Programmab-
briichen fiihrten. Aus diesem Grund wurde mit der discont-Option in
diskus die Moglichkeit geschaffen, den Wert von discont explizit zu set-
zen. Wurde der discont-Wert von aufien gesetzt, so wird dadurch die auto-
matische Bestimmung des Wertes der plot-Option discont unterdriickt.

Da discont entweder von aufen angegeben oder aber automatisch be-
stimmt wird, gibt es fiir diesen Parameter keine Defaulteinstellung.

e tabnum=<posint> mit posint € N

Mit dem Parameter tabnum kann die Anzahl der zu berechnenden Funk-
tionswerte in der Wertetabelle angegeben werden. Dies ist allerdings nur
notig, wenn die automatische Wahl von diskus fiir die Anzahl der Tabel-
leneintrage unbefriedigend ist.

Die Benutzung der tabnum-Option beeinflufst auch die Schrittweite, mit
welcher die Funktionswerte in der Wertetabelle berechnet werden. Je ge-
ringer der Wert fiir tabnum gewdhlt wird, desto grofier wird natiirlich auch
die Schrittweite. Der Parameter tabnum wird von diskus ignoriert, wenn
gleichzeitig die Option stepsize benutzt wird. Desweiteren steht tabnum
in engem Zusammenhang mit der Option tabrange.

Auch fiir tabnum gibt es keinen Defaultwert. Wird tabnum nicht von aufien
gesetzt, so versucht diskus einen ,yverniinftigen“ Wert dafiir zu berechnen.

e stepsize=<real> mit real € R

Mit stepsize kann die Schrittweite bei der Berechnung der Funktionswerte
in der Wertetabelle gesetzt werden. Hierdurch wird direkt die Anzahl der zu
berechnenden Funktionswerte beeinflufst: je kleiner der Wert fiir stepsize,
desto grofer ist die Anzahl der zu berechnenden Funktionswerte.

Ist neben der Option stepsize auch noch die Option tabnum (siehe oben)
gesetzt, so wird der Wert fiir tabnum ignoriert. Allein stepsize bestimmt
dann den Umfang der Wertetabelle.

Ebenso wie bei der Option tabnum gibt es fiir stepsize keinen Defaultwert.

e plotpoints=<posint> mit posint € N Default: plotpoints=1000

Ahnlich wie der optionale Parameter discont ist auch plotpoints eigent-
lich eine Option des plot-Kommandos’. Uber diesen Parameter kann die
minimale Anzahl der Plotpunkte, die fiir den Plot berechnet werden sollen,
angegeben werden. Dabei ist allerdings zu beachten, daf die plot-Prozedur
von Maple einen adaptiven Plot-Algorithmus benutzt. Das bedeutet, dafs
fiir Bereiche, in denen sich die Steigung der Kurve stérker &ndert, auch

7 Diese plot-Option heifit tatsichlich numpoints.
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mehr Plotpunkte berechnet werden. Aus diesem Grund ist z.B. die Nor-
malparabel auch bei einer Wahl von nur 3 Plotpunkten als solche zu er-
kennen. Es werden also tatsichlich in den meisten Féllen mehr Plotpunkte
berechnet als der Wert von plotpoints angibt.

e xrange=[<xmin>,<xmax>] mit xmin,xmax € R und xmin < xmax

Uber den Parameter xrange kann der z-Plotbereich festgelegt werden. Die
automatische Bestimmung (vgl. dazu auch Abschnitt 4.2.1) wird in diesem
Fall unterdriickt.

Zur Benutzung dieser Option kann es mehrere Griinde geben. Der trivial-
ste ist der, dafs die Funktion, die diskutiert wird, keine (z.B. e*) oder nur
eine (z.B. z?) kritische Stelle hat, die zur z-Plotbereichsbestimmung her-
angezogen werden kann. In beiden Féllen mufs von diskus anhand gewis-
ser Defaultwerte der z-Plotbereich festgelegt werden®. Dies kann natiirlich
mitunter zu unbefriedigenden Plotergebnissen fiihren.

Einen weiteren Grund liefern solche Funktionen, bei denen z.B. ein sehr
stark ausgeprigtes Maximum, d.h. eines mit einem betragsméfig grofen
Funktionswert, einem nur sehr schwach ausgeprigten Maximum, also mit
betragsmafig kleinem Funktionswert, gegeniiber steht. Fiir solche Faille ist
es durch eine geeignete Wahl des z-Plotbereichs mittels der xrange-Option
moglich, sich auch ein Bild des ansonsten im Plot nicht zu erkennenden
Minimums zu machen (,,Zoom").

Das Setzen des z-Plotbereichs iiber die xrange-Option hat sowohl Auswir-
kungen auf die automatische Bestimmung des y-Plotbereichs, da dieser auf
Basis des berechneten (resp. gewihlten) z-Plotbereichs ermittelt wird, als
auch auf das Aussehen der Wertetabelle, welche ja fiir den dargestellten
2-Plotbereich erstellt wird.

e yrange=[<ymin>,<ymax>] mit ymin,ymax € R und ymin < ymax

Analog zur xrange-Option gibt es die yrange-Option, mittels welcher der
y-Plotbereich festgelegt werden kann. Die automatische y-Plotbereichs-
bestimmung wird bei (korrektem) Gebrauch dieser Option natiirlich un-
terdriickt.

Da gerade die automatische y-Plotbereichsbestimmung ein recht schwieri-
ges Gebiet ist (vgl. dazu auch Abschnitt 4.2.2), kann es hin und wieder
notwendig werden, die automatische Berechnung des y-Plotbereichs durch
Angabe eines selbst gewédhlten y-Plotbereichs mittels yrange zu unter-
driicken, um einen zufriedenstellenden Plot zu erhalten.

Lafit sich mittels der Option yrange die automatische y-Plotbereichs-

8 Fiir den Fall, daf keine kritischen Stellen zu ermitteln waren, wird als z-Plotbereich
der Bereich [—2, 2] gew#hlt. Konnte zumindest eine kritische Stelle z, ermittelt werden,
dann wird der z-Plotbereich zu [z, — 2, x1 + 2] festgelegt.
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bestimmung génzlich ausschalten, so kann man iiber die Option yrmethod
(siehe unten) den Algorithmus zur Berechnung des y-Plotbereichs beein-
flussen.

e yrmethod=<num> mit num € {0, 1,2} Default: yrmethod=0

Zur y-Plotbereichsbestimmung wurden drei sehr dhnliche Verfahren imple-

mentiert, die iiber die Option yrmethod ausgewihlt werden konnen®.

Da die y-Plotbereichsbestimmung eigentlich nur experimentellen Status
hat, ist es schwer, genauere Aussagen iiber die Qualitdt der einzelnen Ver-
fahren zu machen. Die Ergebnisse fiir die verschiedenen moglichen Werte
von yrmethod unterscheiden sich auch in der Regel nicht sehr. Die Praxis
hat allerdings gezeigt, dafs die hier implementierte y-Plotbereichsbestim-
mung in der Defaulteinstellung, also fiir yrmethod=0, durchaus brauchba-
re Ergebnisse liefert'® und daf fiir Polynome héheren Grades (> 4) die
Einstellung yrmethod=1 oder yrmethod=2 gewéhlt werden sollte. Beim ge-
genwartigen Stand der Implementation macht es im Fall eines von diskus
ungeniigend automatisch gewéhlten y-Plotbereichs wahrscheinlich in der
Regel mehr Sinn, diesen iiber die Option yrange manuell zu veréndern,
anstatt die verschiedenen Moglichkeiten von yrmethod auszuprobieren.

Die Option yrmethod bleibt natiirlich ohne Wirkung, wenn gleichzeitig
durch die Option yrange (siehe oben) ein vom Benutzer selbstgew&hlter
y-Plotbereich angegeben wurde.

e tabrange=[<tmin>,<tmax>] mit tmin,tmax € R und tmin < tmax

Mit der Option tabrange wird der x-Bereich, innerhalb dessen die Funkti-
onswerte fiir die Wertetabelle berechnet werden, festgelegt. Ist diese Option
nicht angegeben, so ist das Intervall tabrange nahezu identisch mit dem
x-Plotbereich (siehe dazu auch Abschnitt 3.4.6.

e texfile=<string> Default: texfile=‘diskus.tex’

Mit der Option texfile kann der Name der INTEX-Ausgabedatei festgelegt
werden. Gibt man den Namen inklusive der Endung .tex an, so ist dar-
auf zu achten, dafs dieser in die Maple-typischen Zeichenkettenbegrenzer
(einfache Hochkommata) einzuschliefen ist. Endet der eingegebene Name
nicht auf .tex, so wird er intern um diese Endung ergénzt. Diese Option
bleibt ohne Wirkung, wenn gleichzeitig die Option notex=true gesetzt ist.

Wird die Option psfile (siehe unten) weggelassen, so hat die Benutzung
der Option texfile auch Auswirkungen auf den Namen der zu erzeugen-

9 Genauer miiffte man sagen, dafs das implementierte Verfahren iiber die Option
yrmethod in drei verschiedenen Weisen beeinflufit werden kann.

10 Dies gilt umso mehr, wenn man sie mit den Plots vergleicht, bei denen Maple den
y-Plotbereich selbst wihlt.
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den PostScript-Datei. Diese Datei wird dann ebenso wie die IXTEX-Datei
benannt, erhilt jedoch die Endung .ps.

Bei der Ausgabe der IWTEX-Datei und auch der PostScript-Datei wird nicht
gepriift, ob Dateien dieser Namen bereits existieren. Eventuell vorhandene
Dateien gleichen Namens werden iiberschrieben.

e psfile=<string> Default: psfile=diskus.ps

Mit dieser Option legt man den Namen der zu erzeugenden PostScript-
Datei fest, welche den Funktionsplot enthélt. Ein eingegebener String, der
nicht auf .ps endet, wird automatisch um diesen Suffix ergénzt.

Das Weglassen dieser Option hat zur Folge, daf der resultierende Da-
teiname aus dem Namen der INTEX-Datei gebildet wird. Hat z.B. die
KTEX-Datei den Namen test.tex, so ergibt sich der Name der Postscript-
Datei zu test.ps. Ebenso wie bei der Option texfile gilt auch hier, daf
bereits vorhandene Dateien gleichen Namens iiberschrieben werden.

3.4 Ausgaben von diskus

Um fiir den Benutzer eine bessere Lesbarkeit zu erzielen, wurden die Aus-
gaben der meisten Prozeduren des Packages funcdisc abgeindert'!. Zudem
werden, sofern sinnvoll, zu den ermittelten Resultaten noch die Funktions-
werte berechnet. Handelt es sich bei einem Ergebnis um einen echten sym-
bolischen Wert, d.h. nicht um eine ganze Zahl, so wird dieser Wert zuséitz-
lich in numerischer Form ausgegeben. Dies ist insbesondere bei sehr kom-
plexen symbolischen Ausdriicken von Vorteil. Anhand einiger Beispiele soll
das Aussehen und die Interpretation der drei verschiedenen Ausgabeformen,
die Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus sowie im Textmodus und die
KTEX-Ausgabe, niher erldutert werden.

Konnte zu einer Aufgabenstellung kein Ergebnis ermittelt werden, so wird die
Meldung ,.keine gefunden oder keine vorhanden“ ausgegeben. Erscheint
diese Meldung z. B. bei der Bestimmung der Nullstellen, so kann dies bedeu-
ten, daf die betrachtete Funktion tatséchlich keine Nullstellen besitzt oder
aber, daf vorhandene Nullstellen von Maple nicht ermittelt werden konn-
ten. Eine genauere Aussage ist dann leider nicht moglich, da die von diskus
benutzten Prozeduren diese Fille nicht geniigend differenzieren. Eine Aus-
nahme bildet hier die Bestimmung der Definitionsliicken von Polynomen.
Da Polynome keine Definitionsliicken besitzen, erscheint in diesem Fall in
der Ausgabe die Meldung ,keine‘. Desweiteren kann es unter Umstdnden
vorkommen, daf in der Ausgabe ,FAILED" erscheint. Dies passiert, wenn die

11 Dem Wunsch nach einer iibersichtlichen und lesbaren Ausgabe der Ergebnisse konnte
leider nur zum Teil nachgekommen werden, da Maple V Rel. 3 keine Moglichkeiten zur
formatierten Ausgabe symbolischer Ergebnisse im Prettyprint-Modus bietet.
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entsprechende Prozedur nicht korrekt abgearbeitet werden konnte, da z. B.
die Funktion syntaktisch falsch eingegeben wurde.

Fiir den Fall, dafs der Benutzer mit den von diskus ausgegebenen Ergebnis-
sen weitere Berechnungen anstellen mochte, wurde eine Moglichkeit geschaf-
fen, auf diese Daten auch nach Beendigung des Programmlaufs zugreifen zu
konnen. Néheres dazu findet sich im Abschnitt 3.6.

3.4.1 Definitionsliicken

Bei der Bestimmung der Definitionsliicken konnen insgesamt sechs ver-
schiedene Ergebnisformen auftreten: einfache und periodisch wiederkehren-
de Punkte, einfache und periodisch auftretende Intervalle sowie Gleichungen
und Ungleichungen. Funktionswerte werden bei der Definitionsliickenbestim-
mung natiirlich nicht berechnet.

23 —bx—1

e Einfache Punkte am Beispiel von f(x) = T3
2 _

o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus

Die einzelnen Ergebnisse werden zeilenweise untereinander angeordnet.
Numerische Werte werden als solche gekennzeichnet und direkt unter
dem zugehorigen symbolischen Wert ausgegeben. Mehrere Werte wer-
den durch optische Trenner separiert. Im Beispiel ergibt sich somit die
Ausgabe

V3

Numerisch :

—1.732050808

V3

Numerisch :
1.732050808

Das heifst also, die Funktion f besitzt zwei Definitionsliicken, eine bei
—v/3 und eine bei /3.

o Bildschirmausgabe im Textmodus
Es werden nur numerische Werte ausgegeben, da langere symbolische
Ausdriicke in diesem Modus sehr schnell sehr uniibersichtlich werden.
Die beiden Definitionsliicken sind wiederum untereinander aufgelistet.

-1.7320508
1.7320508
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o IATEX-Ausgabe
Das Aussehen der Ausgabe ist dhnlich der Bildschirmausgabe im Pretty-
print-Modus, die einzelnen Punkte werden hier allerdings zusatzlich noch
durchnumeriert.

Taer, = —V3
~ —1.732050808

Ldef, = \/g
~ 1.732050808

e Periodisch auftretende Punkte am Beispiel von f(x) = tan(z)

o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus

Periodisch auftretende Punkte sind durch die Zeichenkette per gekenn-
zeichnet, welche die Laufvariable in dem periodischen Ausdruck darstellt.
Fiir sie gilt grundsédtzlich _per € N. Fiir periodisch auftretende Punkte
werden weder Funktionswerte berechnet, noch werden sie in numerischer
Form dargestellt. Die Ausgabe hat in diesem Fall folgendes Aussehen:

ST+ _perm

2

o Bildschirmausgabe im Textmodus
Auch in diesem Fall werden keine numerischen Werte berechnet, d.h.,
auch hier wird lediglich der ermittelte Wert ausgegeben.

1/2xPi + _per * Pi

o ITEX-Ausgabe
Die INTEX-Ausgabe periodisch auftretender Punkte erfolgt in Mengen-
Notation. Es wird eine Menge definiert, welche alle Definitionsliicken
enthilt. Auf die Ausgabe von numerischen Werte wurde hier ebenfalls
verzichtet.

Moy, = {xER|x=g+lmmitk€Z}

e Einfache Intervalle am Beispiel'? von f(z) = In(16 — z?)

o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus

12 Im Zusammenhang mit dieser Funktion tritt bei der Definitionsliickenbestimmung mit-
tels funcdisc unter Maple V Rel. 3 ein Fehler auf der auf einen Bug in Maple V Rel. 3 zu-
riickzufiihren ist. Statt des hier angegebenen korrekten Intervalls wird —oo < z,z < —4
geliefert. Unter Maple V Rel. 4 tritt dieser Fehler nicht auf.
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Die Intervalle werden immer in der Form ,<linke Grenze> <y x, z <o
<rechte Grenze>“, mit <12 € {<,<}, ausgegeben, was dem mathe-
matischen Ausdruck ,<linke Grenze> <; x <2 <rechte Grenze>*, mit
<12 € {<, <} entspricht'®. Auch fiir Intervalle werden weder Funkti-
onswerte noch numerische Werte ausgegeben.

—o<z,z< —4

4<z,x <

Die Ausgabe besagt also, dafs f nur im Intervall —4 < o < 4 definiert
ist. Es sei an dieser Stelle nochmals explizit darauf hingewiesen, daf
von diskus die Bereiche angegeben werden, in denen die Funktion nicht
definiert ist.

o Bildschirmausgabe im Textmodus

Im Textmodus werden die Werte —oo bzw. oo als -infinity bzw.
infinity ausgegeben. Die Ausgabe numerischer Werte entfillt auch
hier.

-infinity < x <= -4
4 <= x < infinity
o IATEX-Ausgabe
Ebenso wie bei den periodisch auftretenden Punkten, wird auch fiir In-

tervalle in der INTEX-Ausgabe eine Mengen-Notation benutzt. Jedes In-
tervall entspricht dabei einer Menge.

Maes, = {€R| —o0o <z < —4}

Mges, = {z€R|4< < oo}

e Periodisch auftretende Intervalle am Beispiel von f(x) = v/sin(z + 1)

o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus

Das Aussehen der Ausgabe ist dhnlich der der einfachen Intervalle, mit
dem Unterschied, dafs es sich bei den Grenzen der periodisch auftretende
Intervalle um periodisch wiederkehrende Werte handelt.

—nm—14+2 pern<z,z<-1+2 perm

13 Leider lief sich es sich aufgrund der Beschrénkungen des Maple-Kommandos print
nicht vermeiden, solche Ausdriicke zweigeteilt auszugeben.
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o Bildschirmausgabe im Textmodus

-Pi-1 + _per * 2%Pi < x < -1 + _per * 2%Pi
o KTREX-Ausgabe
Myep, = {2€R| —m=1+2kr <z < —-1+2kr mit k € Z}

e Gleichungen am Beispiel von f(z) = tan(z?)

Kann ein symbolischer Ausdruck nicht vollstdndig nach = aufgeldst wer-
den, so wird das Ergebnis in Form einer Gleichung oder Ungleichung dar-
gestellt. Dies tritt insbesondere im Zusammenhang mit periodisch auftre-
tenden Werten auf.

o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus
1

—7r+_per7r=:v2

2
o Bildschirmausgabe im Textmodus

1/2%Pi + _per * Pi = x72
o ITEX-Ausgabe

Maes, = {x€R|g+/~m:x2mitkEZ}

e Ungleichungen am Beispiel von f(z) = v/sin(z? + 1)
o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus!*

(—m+2 perm<zax<2 perm)=z’+1
o Bildschirmausgabe im Textmodus
-Pi + _per * 2%Pi < x"2+1 < 0 + _per * 2xPi
o INTEX-Ausgabe

Maer, = {2€R| —m+2kr <2 +1<2krmit k€ Z}

14 Wie ein solcher Ausdruck zu interpretieren ist, kann der I TEX-Ausgabe entnommen
werden.
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3.4.2 Nullstellen, Extremstellen, Wendestellen

Bei der Bestimmung der Null-, der Extrem- und der Wendestellen sieht die
Ausgabe der Ergebnisse dhnlich wie die der Definitionsliickenbestimmung
aus, jedoch sind hier keine Intervalle zu beriicksichtigen. Dagegen werden
zu den ermittelten Extrem- und Wendestellen die Funktionswerte berech-
net, sofern es sich bei diesen Stellen um einfache Punkte handelt. Werden
die Funktionswerte mit ausgegeben, so stehen diese in der Ausgabe, durch
ein Komma getrennt, direkt hinter dem zugehorigen z-Wert. Anhand des
folgenden Beispiels sollen die verschiedenen moglichen Ausgabeformen mit
Funktionswerten veranschaulicht werden.

e Ausgabe der Minima am Beispiel von f(z) = (2 — 3) - e(@+3)

o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus
V2, —¢®
Numerisch :
—1.414213562, —148.4131591
V2, —¢®
Numerisch :

1.414213562, —148.4131591

o Bildschirmausgabe im Textmodus

(-1.4142136, -148.41316)
( 1.4142136, -148.41316)

o KTEX-Ausgabe

(xminl ) yminl) = (—\/5, _65)
(—1.414213562, —148.4131591)

&

(xming ) ymin2) = <\/§7 _65>
(1.414213562, —148.4131591)

%
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3.4.3 Symmetrieverhalten

Die Ausgabe des Symmetrieverhaltens wird unterschieden nach Achsensym-
metrie und Punktsymmetrie. Bei Achsensymmetrie wird der die Achse be-
schreibende xz-Wert ausgegeben, bei Punktsymmetrie die Koordinaten des
Symmetriepunktes.

e Achsensymmetrie am Beispiel von f(z) =2 (x —2) - (v + 1)
o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus

2
Numerisch :
.5000000000
o Bildschirmausgabe im Textmodus
0.5
o KTREX-Ausgabe
Lachssym; = 1/2

0.5000000000

o Punktsymmetrie am Beispiel von f(z) = 23 — 422

o Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus

4 —128
3 27
Numerisch :

1.333333333, —4.740740741

o Bildschirmausgabe im Textmodus

( 1.3333333, -4.7407407)

o KTEX-Ausgabe

128
(af'punktsyml ) ypunktsyml) = (4/37 _?>

(1.333333333 , —4.740740741)

%
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3.4.4 Asymptoten

Bei der Bestimmung des asymptotischen Verhaltens werden die senkrech-
ten, waagerechten und schiefen Asymptoten berechnet. IThre Ausgabe er-
folgt durch Angabe des z-Wertes in der Form z = <z-Wert> fiir senkrech-
te Asymptoten, des y-Wertes in der Form y = <y-Wert> fiir waagerechte
Asymptoten bzw. der Geradengleichung in der Form y = <Ausdruck> im
Falle schiefer Asymptoten. In allen drei Féllen werden keine zusétzlichen
numerischen Werte ausgegeben.

3.4.5 Verhalten im Unendlichen

Die Ausgabe des Verhaltens im Unendlichen erfolgt durch Angabe der er-
mittelten Grenzwerte fiir £ - —oo und 2 — co. Numerische Werte werden
auch hier nicht berechnet. Handelt es sich bei den ermittelten Ergebnissen
um die Werte —oo oder oo, so wird bei der Bildschirmausgabe im Textmo-
dus die Zeichenkette -Unendlich bzw. Unendlich ausgegeben. Sowohl in der
Prettyprint-Ausgabe als auch in der I TEX-Ausgabe erscheinen hingegen die
symbolischen Werte —oo bzw. oo.

3.4.6 Die Wertetabelle

Um die von diskus erstellte Wertetabelle moglichst platzsparend auszuge-
ben, wurde diese zweidimensional konzipiert. Abbildung 1 auf Seite 21 zeigt
exemplarisch eine von diskus automatisch generierte Wertetabelle zu der

durch f(z) = 247 - €5 gegebenen Funktion.

Ein Wert der ersten Spalten addiert zu einem Wert der ersten Zeile ergibt
einen z-Wert. Im Kreuzungspunkt dieser beiden Linien steht der zu diesem z-
Wert gehorende Funktionswert. Die in Abbildung 1 dargestellte Wertetabelle
umfafst damit also den z-Bereich [—2, 1], und der Funktionswert an der Stelle
—1.1 findet sich in der sechsten Spalte der dritten Zeile, lautet also —494.02.

+0 +0.1 +0.2 +0.3 +0.4
-2 -20.086 -24.664 | -30.666 | -38.732 | -49.94
1.5 | -66.231 -91.496 | -134.82 | -223.51 | -494.02
-1 undefiniert | 603.4 333.43 | 245.67 | 203.63
-0.5 | 180.03 165.81 | 157.07 | 151.89 | 149.21
0 148.41 149.11 | 151.06 | 154.11 | 158.15
0.5 | 163.13 169.02 | 175.8 183.5 192.12
1 201.71 - - - -

1

z+5

Abbildung 1: Von diskus erzeugte Wertetabelle zu f(z) = e

z+1

Wie man in dem hier gezeigten Beispiel erkennen kann, konnen aufier
den reellen Funktionswerten noch weitere Symbole, ndmlich jundefiniert”,
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,complex‘ und ,-“, auftreten. Das Symbol undefiniert wird ausgegeben,

wenn die Funktion an der entsprechenden Stelle undefiniert ist, das Symbol
complex wird ausgegeben, wenn der Funktionswert an der zugehorigen Stelle
komplexwertig ist, und das Symbol - steht fiir nicht berechnete Funktions-
werte.

Die Wertetabelle wird begleitend zum Funktionsplot erstellt, d.h., der hier
gewdhlte z-Bereich ist im wesentlichen identisch mit dem des Funktions-
plots. Allerdings wird beim Erstellen der Wertetabelle darauf geachtet, daf
die zugrundeliegenden z-Werte exakte Dezimalzahlen sind, die gleichver-
teilt im gewéhlten Bereich liegen. Wird z.B. durch die automatische x-
Plotbereichsbestimmung der z-Plotbereich [—\/ﬁ, \/5] ermittelt, so macht
es sicherlich wenig Sinn, genau diesen Bereich auch als Grundlage fiir die
Wertetabelle zu benutzen, da man hier unweigerlich sehr  krumme* z-Werte
erhdlt. Daher werden in diesem Fall die Bereichsgrenzen zunéchst sinnvoll
gerundet, um x-Werte mit einer geringen Anzahl von Nachkommastellen zu
erhalten. Dabei wird jedoch darauf geachtet, dafs der der Wertetabelle zu-
grundeliegende z-Bereich nicht wesentlich vom z-Plotbereich abweicht.

3.4.7 Der Funktionsplot

Der von diskus erstellte Funktionsplot wird nach den berechneten Ergeb-
nissen der Kurvendiskussion erstellt und zeigt im Normalfall die Funktion
mit all ihren kritischen Stellen. Konnte die Funktion vollstéindig diskutiert
werden, so sind in dem Plot alle ermittelten Resultate, d.h. die Definitions-
liicken, Nullstellen, Extremstellen usw., wiederzufinden.

Zusétzlich zum Graph der diskutierten Funktion werden in dem Plot auch
noch die eventuell vorhandenen waagerechten und schiefen Asymptoten dar-
gestellt. Auf die Darstellung der senkrechten Asymptoten muf leider verzich-
tet werden, da Maple keine senkrechten Linien im Plot unterstiitzt. Trotz-
dem kann es, wie es z.B. auch in Abbildung 2a zu sehen ist, vorkommen,
daft vermeintliche senkrechte Asymptoten im Plot auftauchen. Auch wenn
diese senkrechten Linien mit den Asymptoten deckungsgleich sein sollten,
handelt es sich hierbei tatséchlich nicht um die Asymptoten, sondern um
einen von Maple’s plot-Kommando falschlich eingezeichneten Funktionsver-
lauf. Zu diesen senkrechten Linien kommt es ndmlich immer dann, wenn
die Funktion auf der einer Seite einer Definitionsliicke gegen oo und auf der
anderen gegen —oo geht und die Definitionsliicke zwischen zwei Plotpunk-
ten liegt. Das bedeutet, dafs z. B. bei Definitionsliicken, die bei ganzzahligen
x-Werten liegen, dieses Phinomen nicht auftritt und die scheinbaren Asym-
ptoten im Plot fehlen. Zwar 14t sich dem plot-Kommando mitteilen, daf
die zu plottende Funktion Definitionsliicken besitzt, jedoch leider nicht wo
diese liegen.

Um die Asymptoten vom Funktionsverlauf unterscheiden zu koénnen, wer-
den sie in einer anderen Farbe als die Funktion geplottet. Dabei gilt, daf
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der Graph der Funktion in Rot gezeichnet wird und daf die waagerechten
Asymptoten in Gelb'® und die schiefen Asymptoten in Griin erscheinen.
Zwei Beispiele fiir das Aussehen der von diskus erstellten Plots sind in Ab-
bildung 2 zu sehen.

2 © . .
(@) flo) = “ 2L i (b) f(z) = Va2 — 2 — 1 mit zwei
2 =5 schiefen Asymptoten

waagerechter Asymptote

Abbildung 2: Beispiel fiir von diskus erstellte Plots

Es sei noch darauf hingewiesen, dafs sich unter Maple V Rel. 3 zur Darstellung
eines Plots immer ein neues Fenster 6ffnet, wiahrend sich bei Maple V Rel. 4
iiber eine Maple-Option einstellen 14fst, ob Plots in einem eigenen Fenster
oder aber direkt im Arbeitsblatt der laufenden Maple-Session erscheinen
sollen.

3.4.8 Anmerkungen zur KTEX-Ausgabe

Die von diskus erstellte INTEX-Datei ist eine INTEX 2¢-kompatible Datei der
Klasse report die mit den Optionen 10pt und a4paper aufgerufen wird.
Zudem wird von einigen besonderen IATEX-Paketen Gebrauch macht. So

miissen, um die IWTEX-Datei erfolgreich iibersetzen zu konnen, die folgen-
den IMTEX-Pakete installiert sein:

e babel, das mit der Option german geladen wird,

e epsfig, welches zum Einbinden des als PostScript-Datei vorliegenden
Plots dient,

e longtable, mit dem die Wertetabelle dargestellt wird und

15 Waagerechte Asymptoten bei y = 0 sind in den Plots nicht zu sehen, da sie von der
z-Achse tiberlagert werden.
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e amsfonts, durch welches die Ausgabe der Symbole N (Menge der natiirli-
chen Zahlen), Z (Menge der ganzen Zahlen) und R (Menge der reellen
Zahlen) realisiert wird.

Durch die Verwendung des Paketes longtable ist es unter Umsténden not-
wendig, die von diskus ausgegebene INTEX-Datei dreimal zu {ibersetzen, bis
das endgiiltige Aussehen erreicht ist. Die durch longtable dargestellten Ta-
bellen weisen dann aber eine feste Breite auf, auch wenn eine Tabelle iiber
mehrere Seiten des Dokumentes gehen sollte.

Bei der Ausgabe von symbolischen Ausdriicken in die WTEX-Datei kann es
vorkommen, dafs lingere Ausdriicke nicht auf die Seite passen, d.h., dafs die-
se die Seitenbreite iiberschreiten. Der an dieser Stelle notwendige Umbruch
in dem Ausdruck passiert nicht automatisch, sondern mufs vom Benutzer
manuell durchgefiihrt werden.

3.5 Warnungen und Fehlermeldungen von diskus

Wihrend des Ablaufs des Rahmenprogramms diskus konnen eine Reihe
von Warnungen und Fehlermeldungen auf dem Bildschirm erscheinen, die
im folgenden kurz erldutert werden sollen.

Grundsétzlich wurde versucht, dafs Programm so auszulegen, daf es bei ei-
nem auftretenden Fehler in einem der benutzten Prozeduren nicht sofort
abbricht. Es gibt jedoch wenigstens zwei Fille, in denen ein Programm-
abbruch unausweichlich ist: zum einen, wenn der Prozedur diskus we-
niger als zwei Parameter iibergeben werden (Fehlermeldung: ungueltige
Parameteranzahl!!!) und zum anderen, wenn keine der aufgerufenen Pro-
zeduren Resultate ermitteln konnte (Fehlermeldung: Funktion kann nicht
ausgewertet werden. Bearbeitung abgebrochen!!!).

Alle weiteren Probleme, die in den benutzten Prozeduren auftreten konnen,
wurden abgefangen und in eine entsprechende Warnung iibersetzt. Der Pro-
grammablauf wird dadurch nicht unterbrochen, der Benutzer erhilt so aber
dennoch Hinweise auf eventuell unerwartete Ergebnisse.

Die einzelnen Warnungen wurden je nach Relevanz in drei Stufen unter-
teilt. Die wichtigen Warnungen, die immer dann erscheinen, wenn Umstande
aufgetreten sind, die das Verhalten von diskus nachhaltig veréndern und
unerwartete Ergebnisse hervorrufen konnen, sind in der Stufe 0 angesiedelt.
Die Warnungen, die eher den Charakter einer Bemerkung haben sind, in der
Stufe 2 angesiedelt. Die Warnungen der Stufe 1 konnen zwar Auswirkun-
gen auf das Verhalten von diskus haben, diese sind aber in der Regel nicht
gravierend.

Der Benutzer hat durch den optionalem Parameter verbose=<num> (siehe
Abschnitt 3.3) die Moglichkeit, die Stufe der auszugebenden Warnungen
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einzustellen. Je hoher die eingestellte Stufe, desto mehr Warnungsmeldun-
gen werden gegebenenfalls ausgegeben. Im einzelnen kénnen die folgenden
Warnungen auftreten:

e Warnung!! Ignoriere unbekannte Option: <name> Stufe: 0

Diese Warnung wird ausgegeben, wenn diskus die unbekannte Option
<name> iibergeben wurde. Dies kann auftreten, wenn <name> an sich unbe-
kannt ist (z. B. durch einen Schreibfehler) oder aber der Wert der Option
auferhalb des zulédssigen Bereiches liegt (wie z. B. verbose=3).

Wie schon aus dem Wortlaut der Warnungsmeldung zu entnehmen ist,
wird in einem solchen Fall die unbekannte Option <name> ignoriert, der
weitere Programmablauf wird dadurch nicht beeintréchtigt.

e Warnung!! Unzulaessiger x-Plotbereich: <[x1,x2]> Bestimme
x-Plotbereich autom.! Stufe: 0

Diese Warnung wird ausgegeben, wenn versucht wird, iiber den optionalen
Parameter xrange=[x1,x2] einen z-Plotbereich anzugeben, fiir den x1 =
x2 gilt!®. In diesem Fall wird wieder die automatische z-Plotbereichsbe-
stimmung aktiviert.

e Warnung!! Unzulaessiger y-Plotbereich: <[yl,y2]> Bestimme
y-Plotbereich autom.! Stufe: 0

Analog zur vorherigen Warnung wird mit dieser Meldung auf einen un-
giiltig gesetzten y-Plotbereich (bei dem y1 = y2 gilt) hingewiesen. Auch
hier wird dann wieder auf die automatische y-Plotbereichsbestimmung zu-
riickgegriffen.

e Warnung!! Unzulaessiger Wertetabellenbereich: <[t1,t2]>
Bestimme Wertetabellenbereich autom.! Stufe: 0

Entsprechend den beiden zuvor erlduterten Warnungen gilt auch hier beim
Erscheinen dieser Warnung t1 = t2. Die Option tabrange bleibt dann
ebenfalls ohne Wirkung.

e Warnung!! ’stepsize’ UND ’tabnum’ gesetzt. Ignoriere Option
’tabnum’ ! Stufe: 1

Werden diskus die beiden Optionen stepsize und tabnum gleichzeitig
iibergeben, bleibt, wie schon in Abschnitt 3.3 erwéhnt, die Option tabnum
ohne Auswirkung. Die Anzahl der Wertetabelleneintrége wird in diesem
Fall ausschlieflich auf Grund des Wertes von stepsize bestimmt.

16 Es sei darauf hingewiesen, daft eine Angabe von xrange=[x1,x2] mit x1 > x2 durch-
aus erlaubt ist. In diesem Fall wird die {ibergebene Liste von diskus in die korrekte
Reihenfolge gebracht.
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e Warnung!! Anzahl der zu berechnenden Funktionswerte: <num>
Stufe: 2

Diese Warnung wird ausgegeben, wenn die Anzahl der fiir die Werteta-
belle zu berechnenden Funktionswerte <num> einen gewissen Grenzwert
iiberschreitet!”.

e Warnung!! Fehler aufgetreten in: <procname>
<name> konnten nicht ermittelt werden!! Stufe: 2

Diese Warnung wird nur dann ausgegeben, wenn in der genannten Pro-
zedur <procname> ein Fehler aufgetreten ist. Durch <name> wird hier an-
gegeben, welcher der zu ermittelnden Werte (Definitionsliicken, Nullstel-
len, Extremwerte, Wendestellen, Symmetrieverhalten, Asymptoten oder
das Verhalten im Unendlichen) nicht bestimmt werden konnte.

Ursache fiir diese Warnung kann z. B. sein, dafs die eingegebene Funktion
nicht zu der Klasse von Funktionen gehort, welche von der die Warnung
verursachenden Prozedur bearbeitet werden kann. Ein weiterer Grund fiir
diese Warnung kann vorliegen, wenn die Funktionsdefinition nicht der Syn-
tax entspricht, die von der in <procname> genannten Prozedur erwartet
wird.

e Warnung!! x-Plotbereichsbestimmung nur eingeschraenkt
moeglich. Gewaehlter Bereich: <[x1,x2]> Stufe: 1

Waurde fiir die betrachtete Funktion nur eine kritische Stelle xj, ermittelt, so
kann auf Grund dieses einen Wertes kein sinnvoller z-Plotbereich berechnet
werden. In diesem Fall wird ein Defaultbereich gewahlt, der den Wert x;
umschliefst. Der so gewdhlte z-Plotbereich wird zu [x;-xdef;, xp+xdefs]
gesetztls.

Es ist zu beachten, daf sich der durch die Warnung angezeigte z-Plot-
bereich <[x1,x2]> im weiteren Verlauf nochmal &ndern kann, falls die
betrachtete Funktion in diesem Bereich teilweise undefiniert ist.

e Warnung!! x-Plotbereichsbestimmung nicht moeglich. Nehme
Defaultwerte: <[x1,x2]> Stufe: 1

Liegen der automatischen z-Plotbereichsbestimmung keine Werte vor, an-
hand derer ein sinnvoller z-Plotbereich bestimmt werden konnte, so wird
diese Warnung ausgegeben. Der z-Plotbereich wird dann auf die angezeig-
ten Defaultwerte <[x1,x2]> gesetzt.

Wie zuvor gilt auch hier, dafs sich der angegebene z-Plotbereich <[x1,x2]>
noch einmal &ndern kann, falls die betrachtete Funktion in dem gewéahlten
Bereich teilweise undefiniert ist.

17 In der vorliegenden Implementierung liegt diese Grenze bei 200.

18 Hier gilt zur Zeit xdef;=xdef,. Die kritische Stelle x; erscheint somit im Plot bzgl. der
z-Achse zentriert.
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e Warnung!! y-Plotbereichsbestimmung nicht moeglich. Nehme
Defaultwerte: <[yl,y2]> (Eventuell Abhilfe durch manuelle
x-Plotbereichswahl!) Stufe: 1

Diese Warnung kann auftreten, wenn der x-Plotbereich so ungliicklich ge-
wihlt wurde, daf die Funktion in diesem Bereich undefiniert ist'”. In die-
sem Fall mufy die automatische Bestimmung des y-Plotbereichs fehlschla-
gen. Fiir den y-Plotbereich werden dann die angegebenen Defaultwerte
<[y1,y2]> gewdhlt. Abhilfe kann unter Umsténden dadurch geschaffen
werden, daf der z-Plotbereich manuell iiber den optionalen Parameter
xrange=<[x1,x2]> festgelegt wird.

e Warnung!! Funktion total undefiniert. Plot nicht moeglich.
Stufe: 0

Wenn sich herausstellt, daf die betrachtete Funktion total undefiniert ist,
d. h. fiir kein x € R definiert ist, so macht auch ein Plot dieser Funktion
sicherlich wenig Sinn. Wenn nicht ohnehin schon die Plotausgabe durch
den optionalen Parameter noplot=true unterdriickt wurde, erscheint in
diesem Fall die genannte Warnung.

e Warnung!! Funktion total undefiniert. Wertetabelle nicht
moeglich! Stufe: 0

Analog zum vorangegangenen Fall ist es natiirlich auch i{iberfliissig, die
Wertetabelle einer total undefinierten Funktion erstellen zu wollen. Ist die
Ausgabe der Wertetabelle nicht iiber die Option notab=true unterbunden,
so erscheint diese Fehlermeldung.

e Warnung!! Fehler beim Plotversuch aufgetreten. Versuche Plot
ohne ’discont=true’ Stufe: 2

Wie bereits in Abschnitt 3.3 erwdhnt, kommt es in einigen Féllen beim
plot-Kommando im Zusammenhang mit der Plot-Option discont zu Pro-
blemen. Tritt ein solcher Fehler auf, so wird diese Warnung ausgegeben, die
Option discont auf false gesetzt und der Plot der Funktion wiederholt.

e Warnung!! Fehler beim Plotversuch aufgetreten. Plot nicht
moeglich! Stufe: 0

Tritt beim Plotversuch trotz deaktivierter discont-Option weiterhin ein
Fehler innerhalb der plot-Routine auf, wird diese Warnung ausgegeben.

19 Dies kann z. B. der Fall sein, wenn fiir den z-Plotbereich die Defaultwerte genommen
werden mufsten oder aber der z-Plotbereich von auften iiber den optionalen Parameter
xrange gesetzt wurde.
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3.6 Weiterverwendung der Ergebnisse

Wie schon in Abschnitt 3.4 erwihnt, besteht die Moglichkeit, auf die durch
diskus ermittelten Ergebnisse auch nach Beendigung von diskus zuriick-
zugreifen, da die in einer Maple-Prozedur als global deklarierten Variablen
fiir die gesamte Dauer einer Maple-Session existieren. Der Benutzer kann
dadurch mit den Ergebnissen weitere Berechnungen durchfiihren oder diese
einfach nur durch diverse Transformationen, z. B. mittels simplify, expand,
collect etc. in eine von ihm gewiinschte Form bringen.

Von diskus werden nun eine Reihe solcher globaler Variablen, welche die
berechneten Resultate beinhalten, zur Verfiigung gestellt. Bei diesen Varia-
blen handelt es sich grundsétzlich um zweidimensionale Arrays mit 4 Zeilen
und n Spalten. In einer Spalte stehen dabei, sofern vorhanden, die folgenden
vier Werte: symbolischer z-Wert, symbolischer Funktionswert, numerischer
2-Wert und numerischer Funktionswert?°. Die insgesamt n Spalten entspre-
chen den n ermittelten unterschiedlichen z-Werten pro Aufgabenstellung,
d.h., wurden z.B. von diskus insgesamt drei verschiedene Maxima gefun-
den, dann hat das entsprechende Array die Dimensionierung 4 x 3.

Es ist zu beachten, daf die Felder der Arrays, die die numerischen Werte
beinhalten, nicht immer belegt sein miissen. Diese Felder bleiben z.B. dann
unbesetzt, wenn es sich bei den beiden zugehorigen symbolischen Werten um
ganzzahlige Werte handelt. Ebenso sind natiirlich auch nicht in allen Féllen
die Felder mit den Funktionswerten belegt, da dies z. B. fiir Definitionsliicken
oder Nullstellen keinen Sinn macht. Gleiches gilt auch, falls es sich bei den
ermittelten z-Werten um periodische Punkte oder Intervalle handelt.

Um einfacher auf diese bereitgestellten Arrays zugreifen zu kénnen, wurden
noch die vier Konstanten?' xsym, fxsym, xnum sowie fxnum definiert. Sie
ermoglichen den Zugriff auf die Arrays, ohne daf man sich merken mufs, in
welcher Zeile welcher Wert zu finden ist. Statt nun z.B. tiber fnull[3,1]
den numerischen z-Wert einer ersten Nullstelle zu erfragen, kann man dies
auch iiber fnull[xnum,1] erreichen. Entsprechend gelangt man durch die
Verwendung der Konstante xsym an die symbolischen z-Werte, fxsym bezieht
sich auf die symbolischen Funktionswerte und bei Verwendung von fxnum
erhdlt man die numerischen Funktionswerte. Schematisch haben alle diese
Arrays die folgende Struktur:

20 Diese Aussage ist so eigentlich etwas ungenau. An Stelle der symbolischen z-Werte
kénnen ndmlich auch Intervalle, periodische Punkte, Gleichungen etc. stehen, d. h. auch
mengenwertige Ausdriicke. Grundsédtzlich sind in der ersten Zeile der Werte-Arrays
die von den Diskussionsalgorithmen gelieferten Resultate zu finden, ganz gleich, von
welcher Art sie sind.

21 Da Maple V Rel. 3 keine Konstanten kennt, sind dies tatséchlich vier globale Variablen.
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Art des Wertes ‘ Zugriff iber H Wert 1 ‘ ‘ Wert ¢ ‘
symbolischer z-Wert xSym 1 T
symbolischer f(z)-Wert fxsym f(z1) f(x;)
numerischer z-Wert xnum T T;
numerischer f(x)-Wert fxnum f(z1) f(x;)

Insgesamt stehen dem Benutzer die im folgenden aufgefiithrten 16 Array-

Variablen zur Verfiigung:
e fdef

Definitionsliicken

Dieses Array enthilt die Informationen iiber die Definitionsliicken in sym-
bolischer und gegebenenfalls auch in numerischer Form. Funktionswerte
werden hierbei natiirlich nicht berechnet, so daf die entsprechenden Fel-
der dieses Arrays leer bleiben??.

fdef:

e fnull

‘Wertl‘ ‘Werti‘
T defy L def;
Ldef, L def;

Nullstellen

Uber dieses Array hat man Zugriff auf die ermittelten Nullstellen der be-
trachteten Funktion. Eine Berechnung der Funktionswerte eriibrigt sich

hier ebenfalls.

fnull:

| Wert 1] ... | Wert i |
T nully T null;
T nully T null;

e fmax, fmin, fsattel, feunk

Extremwerte

Uber fmax erreicht man die symbolischen und numerischen Werte der Ma-
xima sowie die zugehorigen Funktionswerte. Mittels fmin erh&lt man die
entsprechenden Werte der Minima und iiber fsattel kann man analog auf
die Sattelpunkte zugreifen. In feunk werden schliefilich alle die Extremstel-
len gesammelt, die nicht klassifiziert werden konnten. Im Einzelfall kann
es auch vorkommen, daf einige Funktionswerte nicht berechnet werden

konnen.

22 Leer bedeutet hier, daft diese Felder uninitialisiert sind. Ein Auslesen eines uninitiali-
sierten Array-Elements fithrt aber zu keinem Fehler, sondern es wird lediglich der Name
des Array-Elements geliefert. So liefert z. B. fdef [fxsym,1] das ,Ergebnis‘ fdef ;.
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‘ Wert 1 ‘ ‘ Wert ¢ ‘
Tmaz Tmaz;
fmax: f (@maz,) f(xmazi)
Tmaz Tmaz;
f (@maz,) f(xmazi)

e fpton, fntop, fwunk

Wendestellen

Die symbolischen sowie numerischen Werte der PtoN-Wendestellen?® sind
samt der zugehorigen Funktionswerte {iber das Array fpton erreichbar.
Analog kann man iiber fntop auf die jeweiligen Werte der NtoP-Wende-
stellen zugreifen. Nicht klassifizierbare Wendestellen sind iiber das Array

fwunk erreichbar.

| Wert1 | ... | Werti |
Lptony Lpton;
fpton: f(xptam) f(xptoni)
Lptony Tpton;
f(xptam) f(xptoni)

e fachssym, fpunktsym Symmetrieverhalten

Mittels fachssym kann auf eine eventuell ermittelte Symmetrieachse zu-
gegriffen werden, und {iber fpunktsym ist der Symmetriepunkt verfiigbar.
In beiden Féllen werden natiirlich keine Funktionswerte berechnet. Die
entsprechenden Felder der Arrays bleiben daher leer.

L achssym,

fachssym: -

L achssym,

e fasymp_h, fasymp_v, fasymp_s Asymptoten

Waagerechte Asymptoten werden durch das Array fasymp_h zur Verfiigung
gestellt. Uber fasymp_v erreicht man die senkrechten Asymptoten und das
Array fasymp_s enthélt die Information iiber berechnete schiefe Asympto-
ten. Es werden weder Funktionswerte noch numerische Werte berechnet,
daher sind in allen drei Fillen die jeweiligen Felder der Arrays leer.

23 Mit PtoN-Wendestellen bezeichnen wir die Wendestellen, bei denen sich die Kur-
venkriimmung von positiv zu negativ éndert. Analog dndert sich die Kurvenkriimmung
bei NtoP-Wendestellen von negativ zu positiv.
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Wert 1 ‘ ‘ Wert ¢
Lasymp -+ | Tasymp h;
fasymp_h: - .. -
e finf 1 finf_ r Verhalten im Unendlichen

Das Verhalten der betrachteten Funktion fiir £ — —oo ist iiber finf 1
abrufbar. Entsprechend enthélt das Array finf_r die Information {iber
das Verhalten fiir # — oo. Funktionswerte und numerische Werte sind
auch hier nicht verfiigbar. Beide Arrays bestehen nur aus einer Spalte,
welche wiederum nur jeweils einen Wert enthalten.

Linf 1
finf_1: -

4 Details der Implementierung

Das Rahmenprogramm diskus ist ebenfalls, wie die zugrundeliegenden Im-
plementierungen der Diskussionsalgorithmen, eine in Maple realisierte Pro-
zedur. Die Quellen dazu finden sich in der Datei diskus.m53 im Unterver-
zeichnis cohrs/. In dieser Datei sind alle das Rahmenprogramm betreffenden
Routinen realisiert.

Die eigentliche Hauptprozedur diskus ist vom Ablauf her recht einfach
strukturiert. Der Datenfluff erfolgt im wesentlichen linear. Im nachstehen-
den Grobalgorithmus von diskus auf Seite 32 wird dieser Umstand leicht
ersichtlich.

Trotz der vergleichsweise einfachen Funktion von diskus, die sich auch im
Grobalgorithmus niederschldgt, weist die vorliegende Implementierung mitt-
lerweile einen betrdchtlichen Umfang auf. Dies hat mehrere Griinde: So er-
wies sich z. B. eine der Hauptaufgaben von diskus, die iibersichtliche Aus-
gabe der ermittelten Ergebnisse, als problematisch, da die von Maple hierfiir
bereitgestellten Prozeduren zur Ausgabe in ihren Moglichkeiten doch recht
beschrénkt sind. Folgerichtig nimmt dann auch die Behandlung der Ausgabe
in diskus einen grofen Raum ein.

Eine weitere Hiirde war bei der Weiterverarbeitung der von den benutzten
Prozeduren gelieferten Ergebnisse zu nehmen. Diese Daten liegen nicht im-
mer in einer zur weiteren algorithmischen Bearbeitung geeigneten Form vor,



4 Details der Implementierung 32

Algorithmus 1 Grobalgorithmus von diskus

IN: elementare Funktion f, Variable z
Ermittlung und Ausgabe der Definitionsliicken
Ermittlung und Ausgabe der Nullstellen
Ermittlung und Ausgabe der Extremwerte
Ermittlung und Ausgabe der Wendestellen
Ermittlung und Ausgabe des Symmetrieverhaltens
Ermittlung und Ausgabe der Asymptoten
Ermittlung und Ausgabe des Verhaltens im Unendlichen
Bestimmung des z-Plotbereichs
Bestimmung des y-Plotbereichs
Ausgabe des Funktionsgraphen inkl. ermittelter Asymptoten
Erstellung und Ausgabe der Wertetabelle
Ausgabe der W TEX-Datei und der PostScript-Datei

0UT: Globale Variablen mit den ermittelten Werten

so dafs diskus hier immer wieder zundchst eine bisweilen umstandliche Um-
setzung in andere Datenstrukturen vornehmen muf. Zudem brachte auch die
Reimplementierung der Prozeduren aus [Ban95| durch [War97| Probleme mit
sich, da die urspriinglichen Prozeduren zwar vollstindig ersetzt, aber den-
noch leider nicht iiberfliissig wurden. Von diesen wird ndmlich weiterhin von
den in |Klo95| entwickelten Prozeduren Gebrauch gemacht. So liefern zwar
die in [W&r97] entstandenen Prozeduren die Ergebnisse in zur Weiterver-
arbeitung durch diskus geeigneteren Datenstrukturen, doch mufsten leider
aus oben genannten Griinden in vielen Féllen dafiir neue zusétzliche Bear-
beitungsalgorithmen geschaffen werden. Bei der folgenden Ubersicht iiber die
in der Datei diskus.m53 vorhandenen Prozeduren wird man daher auch des
ofteren auf Prozeduren stofsen, die scheinbar doppelt vorhanden sind, einmal
in einer Version zur Bearbeitung der Ergebnisse der Prozeduren aus [Ban95|
und einmal in der entsprechenden Variante fiir die Prozeduren aus |[War97|.

Schliefslich war es leider auch immer wieder nétig, Inkonsistenzen und Bugs
in Maple zu umschiffen. So mufste z. B. eine eigene Prozedur zur korrekten
Sortierung einer Liste mit symbolischen Ausdriicken, die auch die Werte oo
bzw. —oo enthalten kann, geschrieben werden, da dies das vorhandene sort-
Kommando in Maple V Rel. 3 nicht zu leisten vermag. Da Maple jedoch von
sich aus in der Regel boolesche Vergleiche, welche die Werte co und —oo
enthalten, korrekt zu bewerten weifs, ist das oben geschilderte mangelhaf-
te Verhalten des sort-Kommandos nicht vollstindig nachvollziehbar. Leider
gab es im Verlauf der Erstellung von diskus weitere dhnliche Probleme, die
in Abschnitt 6 diskutiert werden.
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4.1 Prozeduren des Rahmenprogramms

Bevor nun einige Details der Implementierung von diskus ndher erldutert
werden, soll an dieser Stelle zunichst ein Uberblick iiber die weiteren Proze-
duren, die in der Datei diskus.m53 zu finden sind, gegeben werden. Aufer
der Hauptprozedur diskus sind dies noch eine Reihe von Hilfsprozeduren,
von denen die meisten jedoch im folgenden nur kurz erwdhnt werden sollen,
da diese in den Quellen (in der Datei diskus.m53) ausfiihrlich kommentiert
sind. Einige der hier aufgefiihrten Prozeduren werden wir in spiteren Ab-
schnitten noch nédher betrachten.

e Prozeduren zur Plotbereichsbestimmung

(o]

(e]

(e]

(¢]

get_xrange_sw: Bestimmung des z-Plotbereichs.

get_maxrange_sw: Bestimmung des maximalen Definitionsbereiches.
get_yrange_sw: Bestimmung des y-Plotbereichs.
CalcFunktionswerte: Berechnung von Funktionswerten.

e Prozeduren zur Erstellung des Plots

(e]

do_plot: Erstellung des Funktionsplots.

e Prozeduren zur Erstellung der Wertetabelle

(o]

(o]

gen_functab: Erstellung der Wertetabelle.
print_functab: Ausgabe der Wertetabelle.

e Prozeduren zur Bildschirmausgabe

(o]

(o]

(e]

printout: Ausgabe der ermittelten Werte.

printout_sw: Ausgabe der ermittelten Werte.

print_Punkt_sw: Ausgabe der einfachen Punkte.

print_P_Punkt_sw: Ausgabe der periodisch auftretenden Punkte.
print_Intervall_sw: Ausgabe der Intervalle.

print_P_Intervall_sw: Ausgabe der periodisch auftretenden Intervalle.
print_Gleichung: Ausgabe der Gleichungen.

print_groupsep: Ausgabe eines ,grofen” Trennstriches.
print_simplesep: Ausgabe eines  kleinen“ Trennstriches.

e Prozeduren zur KTEX-Ausgabe

(o]

(e]

(e]

print_LaTeX_Preamble: Ausgabe der A TEX-Priambel.
print_LaTeX_Title: Ausgabe der Zwischeniiberschriften.
print_LaTeX_MathDelim: Ausgabe eines INTEX-Environment-Befehls.
print_LaTeX_ValArray: Ausgabe der ermittelten Werte.
‘latex/Punkt‘: Ausgabe der einfachen Punkte.

‘latex/P_Punkt ‘: Ausgabe der periodisch auftretenden Punkte.
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o ‘latex/Intervall‘: Ausgabe der Intervalle.
o ‘latex/P_Intervall‘: Ausgabe der periodisch auftretenden Intervalle.
o latexGleichung: Ausgabe der Gleichungen.

e Diverse Hilfsprozeduren

o comp_yvals_sw: Berechnung von Funktionswerten.

o comp_nums_sw: Berechnung numerischer Werte.

o lessorder: Hilfsprozedur zum Maple sort-Kommando.

o lessorder_sw: Hilfsprozedur zum Maple sort-Kommando.

o list2array: Ubernahme der Werte einer Liste in ein Array.

o list2array_sw: Ubernahme der Werte einer Liste in ein Array.
o remove_complex: Entfernen komplexer Werte aus einer Liste.

o remove_multiples: Entfernen mehrfach auftretender Werte.

o remove_absmax: Entfernen absoluter Maxima.

o short_symbolic: Vereinfachen eines symbolischen Ausdrucks.

4.2 Die automatische Plotbereichsbestimmung

Um die von den Prozeduren des Packages funcdisc ermittelten Ergebnisse
graphisch in einem Plot zu veranschaulichen, mufte im Rahmenprogramm
diskus ein Algorithmus zur automatischen Plotbereichsbestimmung reali-
siert werden. Dabei galt die Mafgabe, daf die in der vorangegangenen auto-
matischen Funktionsdiskussion ermittelten Werte auch im Plot der Funktion
zu erkennen sein sollten. Hierzu war ein geeigneter z-Plotbereich zu bestim-
men war. Nach einigen Tests mit der plot-Routine von Maple V Rel. 3 stellte
sich heraus, daf die von Maple durchgefiihrte automatische Skalierung in y-
Richtung nur selten zu anschaulichen Plots fiihrte, so dafs auch ein Verfahren
zur y-Plotbereichsbestimmung entwickelt und in diskus implementiert wer-
den mufite. Die beiden in diskus realisierten Algorithmen werden in den
folgenden beiden Abschnitten ndher erldutert.

4.2.1 Die z-Plotbereichsbestimmung

Wie bereits erwahnt, war bei der Bestimmung des z-Plotbereichs darauf zu
achten, daf die fiir den Funktionsgraphen relevanten Werte, welche sich aus
den Definitionsliicken sowie den Null-, Extrem- und Wendestellen zusam-
mensetzen, im Plot wiederzufinden sind. Um aber einen Gesamteindruck
vom Verlauf der Funktion zu erhalten, reicht es jedoch nicht aus, den z-
Plotbereich nur durch das Minimum und Maximum der oben genannten
Werte zu definieren. So wiirden in der Regel wichtige Informationen iiber
den Verlauf der Funktion iiber die kritischen Stellen hinaus fehlen. Anhand
des folgenden Beispiels 1afst sich dies gut verdeutlichen.
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Beispiel 4.1: Fiir die Funktion

2 —r—1

v flo) = T

lassen sich mittels diskus insgesamt sieben fiir die z-Plotbereichsbestim-
mung relevante Ergebnisse ermitteln. Es sind dies

e zwel Definitionsliicken bei

Taef, = —V5 ~ —2.236067978
und  z4p, = V5 & 2236067978,

e zwel Nullstellen bei

—0.6180339890

%

Tnully, =

+
SENST

&

und  Tpyy, = 1.618033989,

N = DN =

e zwei Extremwerte bei

Tz, =4 — V11 = 0.683375210
und Ty, =4+ V11 & 7.316624790,

e sowie ein Wendepunkt bei

3/ 11

44 + 115

Wiéhlt man nun als Grenzen des z-Plotbereichs das Minimum und Maximum
dieser z-Werte, also xgef, ~ —2.236067978 und z,40n, ~ 10.78070767, so
erhélt man einen Plot, wie er in Abbildung 3a dargestellt ist. Vergleicht man
diesen mit dem tatsichlich von diskus zu dieser Funktion erstellten Plot
(Abb. 3b), so erkennt man leicht, daf der Funktionverlauf in Abbildung 3a
nur ungeniigend wiedergegeben wird. A

Der z-Plotbereich war einerseits so grof zu wahlen, dafl darin alle kritischen
Stellen enthalten sind und zudem der Funktionsverlauf deutlich wird, und
andererseits so klein, daff die kritischen Stellen noch gut erkennbar bleiben.
Es ist aufgrund dieser Vorgaben klar, dafy das Minimum und das Maximum
der x-Werte der kritischen Stellen lediglich einen minimalen x-Plotbereich
festlegen, dieser aber, um einen anschaulichen Plot zu erhalten, sicherlich zu
beiden Seiten vergrofert werden mufs.

Eine frithe Idee dazu war, die Funktion auferhalb der kritischen Stellen
zu bewerten und den z-Plotbereich dynamisch, d.h. in Abhéngigkeit vom
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.

(a) (b)

Abbildung 3: Beispiel zur z-Plotbereichsbestimmung

jeweiligen Verlauf der Funktion, zu wahlen. Es wére z.B. denkbar, die
Steigungsdnderung der Funktion aufierhalb der kritischen Stellen mit in
die z-Plotbereichsbestimmung einzubeziehen. So hétte man dann den z-
Plotbereich umso mehr vergrofern konnen, je grofer die Steigungsanderung
ist, und andersherum, je weniger sich die Steigung &ndert, desto geringer
konnte auch die Vergrofserung des z-Plotbereichs ausfallen. Hier ergab sich
allerdings die Frage, wie weit und in welchen Abstinden man den Kurven-
verlauf iiber die kritischen Stellen hinaus bewerten sollte, um einen guten
z-Plotbereich zu erhalten. Sicherlich wére es auch angebracht gewesen, die
beiden ,Seiten* der Funktion zueinander in Beziehung zu setzen. Einige prak-
tische Tests haben jedoch gezeigt, dafs dieser Ansatz selten zu den gewiinsch-
ten Resultaten fiihrte, was daran liegen mag, dafs diese Methode von zu vielen
Parametern abhéngt.

Der dann implementierte und zunéchst nur heuristisch motivierte Algorith-
mus zur automatischen z-Plotbereichsbestimmung erwies sich in der Praxis
trotz seines einfachen Aufbaus als iiberraschend leistungsfihig und lieferte
bei fast allen Tests befriedigende bis gute Ergebnisse. Grundlage fiir diesen
Algorithmus bildet wiederum das von den kritischen Stellen definierte In-
tervall, welches sich aus dem Minimum i, und dem Maximum .y der
relevanten Daten ergibt. Die Grenzen des endgiiltigen z-Plotbereichs (x1, x;)
werden durch

Tl ‘= Tmin — («'If'max - xmin)

und Ty = Tmax + («’L'max - xmin)u

festgelegt, womit der so bestimmte z-Plotbereich (z;, ;) dreimal so grof wie
das zugrundeliegende Intervall (Zmin, Zmax) iSt.
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Damit ist der implementierte Algorithmus jedoch nur zum Teil skizziert, gibt
es doch noch eine Reihe von Sonderféllen zu beachten. So kann es natiirlich
vorkommen, daf eine Funktion, wie z. B.  — f(z) = x?, nur eine kritische
Stelle aufweist, womit das obige Verfahren nicht angewendet werden kann.
In diesem Fall wird um diesen einen Punkt x; ein Defaultbereich gelegt, der
in der aktuellen Version durch

(z1, ) = (x1 — Zdef,, T1 + Tet,)

mit Tqef, = Tder, = 2 definiert ist. Es ist klar, daf die Qualitét der so ermittel-
ten z-Plotbereiche stark schwankt und von Funktion zu Funktion verschieden
ist. Hier bietet der Algorithmus noch einigen Spielraum fiir Verbesserungen.

Ein dhnliches Bild ergibt sich, wenn die untersuchte Funktion keine kritischen
Stellen aufweist, wie es z.B. bei der Funktion z — f(z) = €® der Fall
ist, bzw. wenn diese nicht zu ermitteln waren. In diesem Fall stehen dem
Algorithmus keine Informationen zur Verfiigung, anhand derer sich ein z-
Plotbereich festlegen lassen konnte, so daf hier auf einen Defaultbereich
zuriickgegriffen werden mufl. Dieser Defaultbereich ist in der vorliegenden
Version von diskus durch

(a"lv J,‘r) = (_27 2)

gegeben. Auch hier bietet sich sicherlich noch Raum zur Implementierung
geeigneterer Verfahren.

Wie bereits erwdhnt wurde, gehen in den Algorithmus die Informationen
iiber die Definitionsliicken, die Nullstellen sowie die Extrem- und Wende-
stellen ein. Zur Bestimmung des z-Plotbereichs werden allerdings nicht nur
die hier auftretenden einfachen Punkte beriicksichtigt, sondern auch die pe-
riodisch auftretenden Stellen sowie die einfachen Intervalle.

Um die periodisch wiederkehrenden Punkte mit in die Berechnungen einbe-
ziehen zu konnen, miissen diese zunéchst an einigen Stellen evaluiert werden.
Das heifst, daf ein periodischer Ausdruck, wie z.B. 7/2 + k7 mit k € Z, fiir
einige k berechnet wird. In der aktuellen Version erfolgt die Berechnung fiir
k € {—1,0, 1}. Man erhilt somit aus jeder periodisch auftretenden Stelle
drei einfache Stellen, was in aller Regel gewéhrleistet, dafs die Periodizitdt
der Funktion im Plot ersichtlich wird.

Bei der Beriicksichtigung der einfachen Intervalle — dies konnen nur Defi-
nitionsliickenbereiche sein — liegt nicht die Intention im Vordergrund, den
z-Plotbereich geniigend grofs zu wéhlen, sondern vielmehr, diesen auf eine
plausible Grofie zu beschranken, denn schliefllich macht es ja keinen Sinn,
eine Funktion in undefinierten Bereichen plotten zu wollen. So ist z. B. die
Funktion f(z) = In(16 — x?) undefiniert fiir alle z fiir die —co < x < —4
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und 4 < x < oo gilt. Nach obigem Algorithmus ergibt sich aber auf-
grund der Nullstellen zpu, = —+v/15 und Toull, = V15 der Plotbereich
zu [—3v/15, 3v/15] ~ [—11.619, 11.619], d.h., in weiten Teilen dieses Be-
reiches ist die Funktion gar nicht definiert. Da aber die Darstellung einer
Funktion in ihren undefinierten Bereichen keine zusétzlichen Informatio-
nen bietet, wird der zunédchst ermittelte Plotbereich abschlieftend noch mit
den Definitionsliickenbereichen abgeglichen. Dazu wird durch die Prozedur
get_maxrange_sw der maximale Definitionsbereich der Funktion ermittelt.
Dieser maximale Definitionsbereich ergibt sich aus den Daten der Definiti-
onsliickenintervalle und definiert sich durch den kleinsten bzw. groften x-
Wert, fiir den die jeweilige Funktion definiert ist?*. Der bisher bestimmte z-
Plotbereich wird dann, wenn sinnvoll, auf den maximalen Definitionsbereich
eingeschrénkt. Fiir die obige Funktion f(z) ergibt sich somit der tatsachliche
z-Plotbereich zu [z], ;] = [—4, 4]. Bei diesem Vorgehen sind natiirlich nur
die Definitionsliickenbereiche von Bedeutung, deren eine Grenze oo bzw. —oo
ist. Alle anderen verédndern den zunichst bestimmten z-Plotbereich nicht.

Nachdem damit der implementierte Algorithmus zur automatischen z-Plot-
bereichsbestimmung hinreichend erldutert wurde, sei abschlieffend noch er-
wahnt, daf ein derart einfacher Algorithmus natiirlich nicht unter allen Be-
dingungen Optimallosungen liefern kann, was insbesondere fiir die auftre-
tenden Sonderfille gilt. Wie bereits angesprochen, liefert er in der Praxis
dennoch zumeist befriedigende Resultate, und zudem hat es sich gezeigt,
daf die Qualitdt des Funktionsplots nicht zuletzt auch entscheidend von der
Wabhl des y-Plotbereichs abhéngt.

4.2.2 Die y-Plotbereichsbestimmung

An den Algorithmus zur y-Plotbereichsbestimmung sind, dhnlich wie be-
reits bei der z-Plotbereichsbestimmung, zwei wesentliche Anforderungen zu
stellen, damit der resultierende Plot den Funktionsverlauf aussagekraftig ver-
anschaulicht. Zum einen ist der y-Plotbereich so grofs zu wéhlen, daft auch
tatsédchlich alle kritischen Stellen im Plot auftauchen und andererseits darf
der Bereich nicht zu groft gewdhlt werden, so dafl kritische Stellen im Plot
nicht mehr erkennbar sind. Da der vom Maple-Kommando plot realisierte
Algorithmus zur automatischen y-Plotbereichsbestimmung diese Mafsgaben
(verstdndlicherweise) nicht befriedigend beriicksichtigt, mufste ein Verfah-
ren gefunden werden, welches den obigen Anforderungen geniigt. Zur Veran-
schaulichung der Problematik sei auf Abbildung 4 hingewiesen, welche zwei
Plots der Funktion z ~ f(z) = (22 — 1) - €*3 zeigt und den Unterschied

24 Bei dieser speziellen Anwendung ist es nicht notwendig, zwischen offenen und geschlos-
senen Intervallen zu unterscheiden. Fiir die genannte Funktion f heifst das, daf sich
der maximale Definitionsbereich zu [—4, 4] ergibt, obwohl die Funktion sowohl fiir —4
als auch fiir 4 undefiniert ist.
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zwischen einem vom plot-Kommando bestimmten y-Plotbereich (Abb. 4a)
und einem von diskus errechneten y-Plotbereich (Abb. 4b) verdeutlicht.

(a) Von plot bestimmter (b) Von diskus bestimmter
y-Plotbereich y-Plotbereich

Abbildung 4: Beispiel zur y-Plotbereichsbestimmung fiir f(z) = (% — 1) -e**

Es ist klar, dat den oben erwidhnten Anforderungen an die y-Plotbereichs-
bestimmung allein schon theoretische Grenzen im Wege stehen und beide
Mafsgaben unter Umsténden nicht immer gleichzeitig zu erfiillen sind. Dies
ist z.B. dann der Fall, wenn ein stark ausgepréigtes Extremum, d.h. eines
mit einem betragsmifkig grofen Funktionswert, einem nur sehr schwach aus-
geprigtem, also betragsmafig kleinem, gegeniibersteht. In diesem Fall fiihrt
die Bedingung, daf alle Extrema im Plot dargestellt werden sollen, zwangs-
laufig dazu, daf das nur schwach ausgepréigte Extremum nicht mehr erkenn-
bar ist. Abbildung 5 verdeutlicht diese Problematik anhand des Polynoms
flx) = —ﬁ:vfs + 42* — 622 + 1. Konzipiert man den Plot wie in Abb. 5a,
d. h.so, dak alle fiinf Extrema dieser Funktion im Plot enthalten sind, so er-
gibt sich das Problem, dafs drei der fiinf Extrema nicht zu erkennen sind,
da sie aufgrund ihrer nur schwachen Ausprigung verschwinden. Wie man
in Abb. 5b erkennt, werden diese erst dann gut erkennbar, wenn man auf
die Darstellung der beiden stark ausgepriagten Extrema verzichtet und den
Plotbereich entsprechend einschrankt.

Natiirlich sind in diesem Fall die dargestellten Plots unbefriedigend, lassen
sie doch beide wichtige Informationen vermissen. Da allerdings die Infor-
mationen iiber die kritischen Stellen auch in schriftlicher Form von diskus
ausgegeben werden und der Plot lediglich zur Veranschaulichung des allge-
meinen Kurvenverlaufs gedacht ist, wurde in diskus der Darstellung eines
Plots nach Abb. 5a der Vorzug gegeben, d. h., grundsétzlich wird der Plot so
angelegt, dafs, zumindest theoretisch, alle ermittelten kritischen Stellen im
Plot erkennbar sind. Als Idee fiir spatere Erweiterungen und Verbesserungen
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(a) (b)
1
Abbildung 5: Zwei Plots zu f(z) = ——a% + 42* — 622 + 1

100

von diskus, wire es durchaus denkbar in einem solchen Fall mehrere Plots
zu erstellen, also etwa einen Gesamtplot, der alle kritischen Stellen enthélt
und soviele Ausschnittsvergrofserungen wie notig, um die kritischen Stellen,
die im Gesamtplot nicht ausreichend zu erkennen sind, deutlich zu machen.

Nachdem damit die prinzipiellen Probleme bei der y-Plotbereichsbestim-
mung erldutert worden sind, soll nun ndher auf die tatsichliche Implementie-
rung durch die Prozedur get_yrange_sw eingegangen werden. Wie bereits
in Abschnitt 3.3 erwdhnt wurde, gibt es fiir den Benutzer mittels des op-
tionalen Parameters yrmethod die Moglichkeit aus insgesamt drei verschie-
denen Methoden zur y-Plotbereichsbestimmung zu wéhlen. Bei diesen drei
Methoden handelt es sich jedoch eigentlich nur um drei verschiedene Varian-
ten desselben Algorithmus, da alle drei Varianten in wesentlichen Teilen des
Algorithmus iibereinstimmen und zwei der drei Varianten nur geringfiigige
zusétzliche Berechnungen vornehmen.

Grob gesagt basiert der Algorithmus im wesentlichen auf der Berechnung ei-
ner gewissen Anzahl von Funktionswerten im zuvor ermittelten z-Plotbereich
und der anschliefenden, unter Umsténden wiederholten Bewertung und Ma-
nipulation der so erhaltenen Liste. Die Erstellung der Liste der Funktions-
werte erfolgt dabei gleichverteilt iiber dem zugrundeliegenden z-Plotbereich.

Betrachtet man Abb. 4a, so stellt man fest, dafs hier der y-Plotbereich zu
grofs ausgelegt ist, da aufgrund der starken Steigung der Funktion fiir x — oo
die kritischen Stellen unkenntlich werden. Der Algorithmus zur automati-
schen y-Plotbereichsbestimmung mufs nun diese Eigenarten des Funktions-
verlaufes erkennen und entsprechend reagieren, d. h.den y-Plotbereich soweit
einschranken, dafs zwar diese Steigung ersichtlich bleibt aber nicht von den
wesentlichen Punkten der Funktion ablenkt.
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Aufgrund der gleichverteilt berechneten Funktionswerten ist klar, daft Kur-
venabschnitte mit starker Steigung nur durch einige wenige Funktionswerte
in der Liste représentiert werden. Fiir die Funktion aus Abb. 4a bedeutet
dies aber, daf in der Liste der berechneten Funktionswerte nur einige weni-
ge sehr grofe Werte vorkommen, wihrend der Grofteil der Funktionswerte
relativ klein ist und obendrein dicht beieinander liegt. Entfernt man nach
und nach den jeweils grofiten verbleibenden Funktionswert aus der Liste, so
erhdlt man einen immer kleiner werdenden y-Bereich, der von den Werten
dieser Liste aufgespannt wird. Das Problem, das hierbei bleibt, liegt in der
Bewertung der Liste der Funktionswerte, d.h., es muf ein Maf zur Beur-
teilung gefunden werden, welches angibt, daf die Liste der Funktionswerte
geniigend dezimiert wurde.

Ein solches Mafs zur Bewertung der Liste der Funktionswerte wurde mit der
Funktion kurtosis aus Maple’s Statistik-Paket gefunden. Diese Funktion
bewertet eine gegebene Liste von Werten und liefert eine Mafzahl zuriick.
Definiert ist diese Funktion als das vierte Moment iiber dem Mittel divi-
diert durch die vierte Potenz der Standardabweichung der gegebenen Daten.
Anschaulich gesprochen mifst die Funktion kurtosis den Grad, wie sehr ei-
ne Verteilung ,flach® bzw. ,spitz‘ ist. Da genauere Betrachtungen zu dieser
Funktion den Rahmen dieser Dokumentation sprengen wiirden, sei hier auf
die Online-Hilfe von Maple verwiesen, in der weiterfithrende Informationen
zu finden sind.

In der Prozedur get_yrange_sw wird nun diese Funktion kurtosis benutzt,
um die notwendige Bewertung der Liste der Funktionswerte vorzunehmen.
Liefert die Funktion kurtosis einen Wert, der grofer ist als ein festgeleg-
ter Schwellenwert, so wird der absolut gesehen grofte Funktionswert aus
der Liste herausgestrichen. Die verbleibende Restliste wird anschliefend wie-
der neu bewertet. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis entweder der
Schwellenwert unterschritten ist oder aber in der Liste der Funktionswer-
te nur noch eine gewisse Mindestanzahl von Elementen verblieben ist. Nach
Abbruch dieser Schleife ergibt sich dann der (vorldufige) y-Plotbereich durch
das Minimum und das Maximum der verbliebenen Funktionswerte. Dieser
y-Plotbereich kann sich nochmals d&ndern, falls die betrachtete Funktion waa-
gerechte Asymptoten besitzt und diese nicht im soeben ermittelten Bereich
enthalten sind. In dem Fall wird der y-Plotbereich wieder soweit vergrofert,
daf auch die waagerechten Asymptoten im Plot erscheinen.

Das soeben beschriebene Verfahren bildet die Grundlage fiir alle drei Vari-
anten der y-Plotbereichsbestimmung und beschreibt gleichzeitig die Default-
Variante (yrmethod=0). Dieser Algorithmus reicht in der Regel aus, um einen
anschaulichen Plot zu erhalten. Es hat sich jedoch in der Praxis gezeigt, daf
insbesondere bei Polynomen héheren Grades, d. h. Polynomen mit Grad > 4,
der y-Plotbereich hiufig dennoch zu groft ausfillt. Aus diesem Grund wur-
den zusédtzlich zwei weitere Varianten des Algorithmus implementiert, welche
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beim Aufruf von diskus durch die Option yrmethod=1 bzw. yrmethod=2 aus-
gewidhlt werden konnen. Diese beiden Varianten unterscheiden sich zunéchst
durch eine andere Wahl des Schwellenwertes und dariiber hinaus durch zu-
sitzliche Berechnungen. Dabei wird nach Beendigung der oben beschriebenen
Methode der y-Plotbereich aufgrund der Informationen der Funktionswerte
an den kritischen Stellen weiter verkleinert.

Ahnlich wie bei der z-Plotbereichsbestimmung, gibt es auch hier gewisse
Sonderfille zu beachten. Bei konstanten Funktionen besteht die Liste der
Funktionswerte nur aus einem n-mal wiederholten Wert y;. Natiirlich kann
in diesem Fall mit dem obigen Verfahren kein verniinftiger y-Plotbereich
bestimmt werden, so daf hier der y-Plotbereich durch [y; —2, y;+2] festgelegt
wird. Ein weiterer seltener Sonderfall ergibt sich immer dann, wenn kein
Funktionswert im zugrundeliegenden z-Plotbereich berechnet werden kann.
Dies ist z.B. fiir die Funktion z — f(z) = In((z — 2)(z + 2)) gegeben. Da
zu dieser Funktion nicht geniigend Informationen zur Wahl eines geeigneten
x-Plotbereichs ermittelt werden kénnen, resultiert dieser im Default-Bereich
[—2, 2]. Ungliicklicherweise ist jedoch die Funktion f(z) in genau diesem
Bereich undefiniert, was zur Folge hat, daft auch kein plausibler y-Plotbereich
bestimmt werden kann. Der dann gewahlte y-Plotbereich ergibt sich aus dem
Default-Bereich [-100, 100].

Abschliefend ist festzustellen, daf sicherlich auch das implementierte Verfah-
ren zur y-Plotbereichsbestimmung noch recht weit davon entfernt ist, per-
fekte Ergebnisse zu liefern, was u.a. auch dadurch begriindet ist, daf der
Algorithmus aus einer vagen Grundidee heraus enstand und dann mittels
empirischer Tests weiter verfeinert wurde. Wiinschenswert wire es daher,
auch hier eine echte theoretische Grundlage zu schaffen.

Zudem muf gesagt werden, dafs es im Falle einer ungeniigenden Plotbereichs-
bestimmung durch diskus, dem Benutzer eher anzuraten ist, den Plotbereich
durch manuelle Wahl geeigneter Grenzen festzulegen, als wiederholt die ver-
schiedenen Varianten des Algorithmus auszuprobieren.

Wie bereits schon in Abschnitt 3.3 erwdhnt, mufs man den derzeitigen Stand
der Plotbereichsbestimmung sowohl in 2- als auch in y-Richtung als heuri-
stisch ansehen. So scheint es z. B. nach den bisherigen Erfahrungen durch-
aus iiberlegenswert ein kombiniertes Verfahren zur Plotbereichsbestimmung,
d.h. die Bestimmung des Plotbereichs in z- und in y-Richtung in wechselsei-
tiger Abhéngigkeit, anzudenken. Auf der anderen Seite zeigt jedoch die Pra-
xis, dafs in der Mehrzahl der bisher getesteten Fille diese Algorithmen, trotz
ihrer mangelnden theoretischen Grundlage, zu durchaus akzeptablen Plots
fithren. Dies gilt umso mehr, wenn man beriicksichtigt, daf die von diskus
gelieferten Plots selbst in ungiinstigen Féllen immer noch einen zumindest
groben Uberblick iiber die Beschaffenheit der betrachteten Funktionen bieten
und somit durchaus eine gewisse Hilfe darstellen.
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5 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt sollen nun anhand einiger Beispiele die Féhigkeiten aber
auch die Grenzen der Prozeduren des Packages funcdisc aufgezeigt werden.
Dazu werden zunichst Funktionen betrachtet, die sich im wesentlichen pro-
blemlos mit diskus diskutieren lassen. Es sind dies eine gebrochen ratio-
nale Funktion, ein FOE-Term?® sowie zwei exakt-invertierbare Funktionen.
Anhand von drei weiteren Beispiele, einer irrationalen Funktion, einer pe-
riodischen Funktion und einem ,einfachen® Polynom, werden anschlieffend
einige grundsatzliche Probleme bei der symbolischen Diskussion elementarer
Funktion aufgezeigt.

Die Resulate zu den nachfolgenden Beispielen wurden den durch diskus er-
stellten WTEX-Ausgaben entnommen. Zum Zwecke der Integration in dieses
Dokument wurden diese jedoch formal, aber nicht inhaltlich, abgedndert. Im
Anhang finden sich drei Beispiele fiir das Aussehen der Originalausgaben von
diskus. Zwei der Beispiele veranschaulichen die verschiedenen Bildschirm-
ausgaben von diskus, einmal den Prettyprint-Modus und einmal den Text-
modus. Dazu wurden die entsprechenden Maple-Sessions direkt aus Maple
als IITEX-Datei gespeichert. Ein weiteres Beispiel zeigt dann eine originale
und unverdnderte, von diskus erstellte INTEX-Ausgabe.

Beispiel 5.1: Diskussion der gebrochen rationalen Funktion

2 —3x —4

Diese Funktion kann von diskus vollstandig und korrekt diskutiert werden.
Ausgegeben werden die Definitionsliicke

Tdef, = —2,
die Nullstellen

Tnully, = -1

und  Zpuu, =4,
die Extrema
(Zmaar > Ymaz,) = (—2 — V6, =7 -2 \/6)
~ (—4.449489743, —11.89897949)
und  (Tming s Yming) = (—2 +V6, —7+2 \/6)
~ (0.449489743, —2.101020514) ,

25 Ein FOE-Term ist eine Funktion der Form z + f(z) = p(z) - ¢?®) mit reellwertigen
Polynomen p(z) und ¢(z). Eine genauere Definition und die Beschreibung der Eigen-
schaften dieser Funktionenklasse findet man in [Coh97], Abschnitt 5.
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Abbildung 6: Plot zu f(z) = 2
T

der Symmetriepunkt

($punktsym1a ypunktsyml) = (_27 _7)
die Asymptoten

x= -2 (senkrechte Asymptote)
und y=1x-5 (schiefe Asymptote)

sowie das Verhalten im Unendlichen

und xgrfwf(x) = 00.
Die Funktion besitzt keine Wendepunkte und keine waagerechte Asymptote
und ist nicht achsensymmetrisch, so daf von diskus bei diesen Punkten
eine entsprechende Meldung ausgegeben wird. Die Wertetabelle, auf deren
Wiedergabe hier verzichtet werden soll, sowie der zugehorige Funktionsplot,
zu sehen in Abbildung 6, runden die Ausgabe ab. A
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Beispiel 5.2: Diskussion des FOE-Terms

x> f(z) = (2% — 1) "3,

Abbildung 7: Plot zu f(z) = (z* — 1) e"

Auch diese Funktion erschliefit sich der Diskussion mittels diskus vollig. Der
zu dieser Funktion von diskus automatisch erstellte Plot ist in Abbildung 7
zu sehen. Die ermittelten Resultate umfassen die beiden Nullstellen

Tnully, = -1

und  Zpuu, =1,
die Extrema
(Tmazys Ymaz,) = (—1 -V2,V2 (2 + \/5) e*‘kﬁ)
~ (—2.414213562, 0.02150020530)
wnd  (Einy, goim) = (V2= 1, (VZ—2) v2e/21)
~ (0.414213562, —0.06241105574) ,
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die zwei Wendestellen

(Sptonss Yptom) = (=2 = V3, 2 (3+2V3) eV5)
~ (—3.732050808, 0.01541152634)
und  (Zntop: > Yntopr) = (—2 + \/g, -2 (—3 + 2\/§> 6_5+\/§)
~ (—0.267949192, —0.03535011046) ,
die waagerechte Asymptote
y=20
und das Verhalten im Unendlichen

lim f(z) =0

T—r—00

und ngloof(:v) = 0.

Beispiel 5.3: Diskussion der exakt-invertierbaren Funktion

2
- —x—1
= = inh [ ———
z +— f(z) = arcsin (x2 . 1>

Bei dieser ansonsten fiir die symbolische Funktionsdiskussion besonders ge-
eigneten Klasse von Funktionen (vgl. dazu auch [Ger92] und [Wér97]) wird es
im allgemeinen nicht moglich sein, die Wendestellen symbolisch zu ermitteln.
Dies hat seinen Grund darin, daf die zweite Ableitung einer geschachtelten
Funktion in der Regel eine additive Struktur aufweist, weshalb von dieser im
allgemeinen die Nullstellen nicht mehr symbolisch zu bestimmen sind. Wie
man an diesem Beispiel jedoch sieht, werden alle weiteren Informationen
wunschgemafl ermittelt. Dazu gehoren die beiden Nullstellen
NG
Tnully = 1/2 - 7
~ —0.6180339890
5
und Ty, = % +1/2
~ 1.618033989,

die zwei Extrema

—2, arcsinh(5/3))
—2.0, 1.283795663)
0, —arcsinh(1))

0, —0.8813735870),

(«'L'mazlu yma:cl) =
~

und (xmim y Yming ) =

~

A~ Y~ o~

l
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Abbild 8: Plot = inh [ 5———
ildung ot zu f(x) = arcsin <x2 e 1)

die waagerechte Asymptote bei
y = arcsinh(1)
sowie das Verhalten im Unendlichen

lim f(z) = arcsinh(1)
T—r—00
und xggloof(:v) = arcsinh(1).
Im Plot zu dieser Funktion, dargestellt in Abbildung 8, erkennt man dann
auch, daf diese Funktion tatsdchlich Wendestellen besitzt, welche jedoch
durch diskus nicht zu ermitteln waren. A
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Beispiel 5.4: Diskussion der exakt-invertierbaren Funktion

z — f(x) = cosh(In(16 — z?))

Abbildung 9: Plot zu f(z) = cosh(In(16 — 7))

Wie schon im letzten Beispiel, konnen auch fiir diese Funktion die Wende-
stellen nicht bestimmt werden. Ermittelt werden kénnen jedoch die Defini-

tionsliickenintervalle

Maep, ={z €R | —o0o <z < —4}
und My, ={z € R | 4 <z < o0},

die Extrema

(xmazl y Ymaz )

(Tming s Yming) = (—\/ﬁ, 1)
~ (—3.872983346, 1.0)
und  (@mins, Yonin) = (VI5, 1)
~ (3.872983346, 1.0),
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die Symmetrieachse bei

Lachssymy = 0
sowie die beiden senkrechten Asymptoten bei

z=—V16
und 7 = V16.

Das Verhalten im Unendlichen ist in beiden Féllen undefiniert. Der von
diskus erstellte Plot zu dieser Funktion ist in Abbildung 9 zu sehen.

Das Bemerkenswerte an dieser Funktion ist, dafs sie funktional dquivalent
zur echt gebrochen rationalen Funktion

16— 2>+ 5= (16 —22) +1

e 2 T2 (16— 22

ist, auf ihrem Definitionsbereich sogar mit dieser {ibereinstimmt. Solch ein
Phinomen wird bisher aus theoretischen Erwigungen?® durch funcdisc nicht
beriicksichtigt, obwohl es im Beispiel ermoglichen wiirde, auch die Wende-
stellen zu berechnen. A

Anhand der nun folgenden Beispiele sollen einige grundsétzliche Proble-
me bei der symbolischen Diskussion elementarer Funktionen veranschaulicht
werden. Im ersten Beispiel wird der Versuch unternommen eine irrationale
Funktion der Form f(z) - g(z) zu diskutieren. Leider ist festzustellen, dafs
in diesem Fall nur wenige Aspekte der Kurvendiskussion erfolgreich bearbei-
tet werden konnen. Im letzten Beispiel wird gezeigt, daf auch ein einfaches
Polynom zu unlésbaren Problemen fiihren kann und auch hier die Diskussion
nur eingeschrankt moglich ist.

Beispiel 5.5: Diskussion der irrationalen Funktion

x> f(z) = arcsinh(z? — 5z — 1)\/x.

Aufgrund der Struktur dieser Funktion sind weder Extremwerte noch Wen-
destellen zu ermitteln. Hier beschrénkt sich die Ausgabe von diskus lediglich
auf die Definitionsliicken

Maep, ={z €R | —o0 <z <0},

26 Funktionale Aquivalenz ist fiir elementare Funktionen im allgemeinen nicht entscheid-
bar (vgl. dazu auch [Cav70]), so daf hier geeignete Teilklassen gefunden werden
miifiten.
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Abbildung 10: Plot zu f(x) = arcsinh(z? — 5z — 1)y/z

die beiden Nullstellen

Tty = 0

V29
und  Tpu, = 5/2 + 5

~ 5.192582404,
sowie das Verhalten im Unendlichen
lim f(z) = undefined
Tr—r—0o0

und xETOOf(a:) = 00.

Wenn auch die exakten Angaben {iber das vorhandene Extremum und die
Wendestellen fehlen, so sind diese zumindest im Plot der Funktion, welcher
in Abbildung 10 gezeigt ist, zu erkennen. A
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Beispiel 5.6: Diskussion der periodischen Funktion

x — f(x) = sin(z) cos(z)

0.4

0.2

-10 5

Abbildung 11: Plot zu f(z) = sin(z) cos(z)

Grundsétzlich sind die meisten der im Package funcdisc enthaltenen Pro-
zeduren fahig, auch periodische Funktionen zu bearbeiten. Jedoch ergeben
sich bei periodischen Funktionen gewisse Probleme, die unter Umstanden
eine vollstdndige Diskussion verhindern. So kann diskus zu obiger Funktion
lediglich die beiden Mengen der Nullstellen

Mnuulz{xeR|x:g-l-kvrmitkeZ}
und My, ={z € R | z =kr mit k € Z}

ermitteln. Die sicherlich vorhandenen Extrem- sowie Wendestellen (siehe da-
zu auch den Plot zu f, dargestellt in Abbildung 11) werden bisher nicht be-
stimmt. Dies ist auch nicht weiter verwunderlich, handelt es sich doch bei
der Ableitung f’ um die additive Funktion

x> f'(z) = cos(x)? — sin(z)?,
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von welcher die symbolische Nullstellenbestimmung durch diskus nicht
moglich ist. Andererseits 1aRt sich f/(x) dquivalent umformen zu

f'(z) = 2cos(z)? — 1
was sich in Maple ausdriicken 1afst durch
df := (x->2*x~2-1)Qcos;.

Es handelt sich damit also um eine geschachtelte Funktion, deren Nullstellen-
bestimmung kein Problem darstellt. Wendet man diskus auf diese Funktion
df an, so erhdlt man dann auch die Nullstellen

3
Mnulh:{.l"GR | xz%—l—?k‘wmitkEZ},

3
Mnull2={xER | xz—%—l—ZlﬂrmitkEZ},

Mnu”3={xE]R | x=—%+2k7rmitk€Z}
und Mnugg4={xER | x=£+2kﬂ'mitk€Z},

welche ja die potentiellen Extremwerte der Ausgangsfunktion f darstellen,
sowie dariiber hinaus auch noch die Extremwerte

Mz, ={x €R | x =7+ 2km mit k € Z},
Mz, ={x € R |  =2km mit k € Z},

3
Mmim:{mER|xz%—l—?kwmitkEZ}
und ./\/lmm2:{xER|x:g—l-Zlmrmitk‘EZ}

die natiirlich nichts anderes als die moglichen Wendestellen von f sind.

Wie man an diesem Beispiel gesehen hat, hangt die Berechnung der kri-
tischen Stellen unter Umsténden auch von der Darstellung der Funktion
ab. So kann es mitunter gelingen, eine Funktion durch eine oder mehrere
Aquivalenzumformungen?’ in eine Form zu bringen, welche durch die Proze-
duren des Packages funcdisc bewiltigt werden kann. Das Problem an dieser
Stelle bleibt allerdings wie oben, eine Methodik zur algorithmischen Durch-
fiihrung der notwendigen Aquivalenzumformungen zu finden. Das beinhaltet
zum einen die automatische Erkennung der Notwendigkeit von Aquivalenz-
umformungen und zum anderen das Finden einer geeigneten Sequenz von
Aquivalenzumformungen, sprich die Bestimmung einer geeigneten Normal-

form A

27 Fiir dieses Beispiel leistete z. B. die Maple-Funktion simplify die nétige Aquivalenz-
umformung.
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Beispiel 5.7: Diskussion des Polynoms

f(a:)z%(aﬁ—l—l) (x2—4).

(a) yrmethod=0 (b) yrmethod=2

1
Abbildung 12: Automatisch erstellte Plots zu f(z) = 3 (a® +1) (2® — 4)

Obgleich es sich bei dieser Funktion um ein vermeintlich einfaches Polynom
handelt, muf man leider feststellen, dafs bisher nicht alle kritischen Stellen
durch diskus zu ermitteln sind. Ausgegeben werden némlich lediglich die
Nullstellen

Tnully = _27
Tnully, = —1

und  zpu, = 2,
ein Minimum bei
(Zmin » Ymin,) = (0, —2)
sowie das Verhalten im Unendlichen

lim f(z) = —o0
T—r—00
und xgr_il_loof(x) = 00.
Die weiteren Extrema und die vorhandenen Wendestellen werden jedoch
nicht ermittelt. Dariiber hinaus ergibt sich erschwerend das Problem, daf
bei dieser Funktion auch die automatische Plotbereichsbestimmung kein zu-
friedenstellendes Ergebnis liefert. In der Default-Einstellung (yrmethod=0)
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erhilt man den in Abbildung 12a dargestellten Plot. Aufgrund der ungliick-
lichen Wahl des y-Plotbereichs kénnte man daraus zunéchst einen Sattel-
punkt in der Region um z = 0 vermuten. Das ausgegebene Minimum bei
Tmin, = 0 ist in diesem Plot jedoch nicht nachvollziehbar. Der durch die Op-
tion yrmethod=2 enstehende Plot, dargestellt in Abb. 12b, bietet zwar schon
ein besseres Bild der Funktion, allerdings ist das angegebene Minimum im-
mer noch nicht als solches erkennbar. Immerhin sind bei diesemn Mafistab
bereits zwei weitere Extrema, die in der ersten Ausgabe fehlten, vage zu er-
kennen. Doch erst eine weitere, manuell vorgenommene, Einschrinkung des
Plotbereichs zeigt ein akzeptables Bild der Funktion, wie es in Abbildung 13a
zu sehen ist. Hier &8t sich zwar ansatzweise das angegebene Minimum bei
Tmin, = 0 erahnen, jedoch wird dieses erst in einer Ausschnittsvergroferung
(Abbildung 13b) wirklich gut erkennbar, wobei gleichzeitig ein weiteres, bis-
her nicht in Erscheinung getretenes, Maximum sichtbar wird.

A

N

(a) Gesamtplot (b) Ausschnittsvergroferung

1
Abbildung 13: Manuell erstellte Plots zu f(z) = 3 (z® +1) (z* — 4)

Nachdem nun die Tiicken dieser Funktion, zumindest bzgl. der Plotproble-
matik, aufgezeigt wurden, bleibt natiirlich die Frage, wieso die Extrema und
Wendestellen dieses vergleichsweise einfachen Polynoms durch diskus nicht
ermittelt wurden. Das Problem an dieser Stelle wird deutlich, wenn man die
Funktion in Maple ,yon Hand* diskutiert. Es ergeben sich ndmlich dann die
Nullstellen der ersten Ableitung

fl(z) = gx4 —62° +
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zu
Il = 0,
( 1 1/3 4( 1 )
To= | —=+ —=1 295> + = ,
5 25 5\ (=L + Liv295)'*
1< 11 13 9 1
3= — = -2+ —i 295) _Zz —
2 5 25 5( é-l-%zx/ﬁ) /
1 1 1 134 1
+—z\/§<<——+—z‘ 295) - - 1/3> und
2 572 5 (—L+ Liy/295)
1 1 13 9 1
Ty = —5 —g"—%’b\/295> —g 1/3
(-1 + %iv295)
1 1 1 13 4 1
—§i\/§<<——+2—i\/295> — - 1/3)'
52 5 (=1 + £iv/295)

Obwohl es sich bei all diesen Ausdriicken um reelle Zahlen handeln muf, ist es
Maple nicht moglich, die in diesen Ausdriicken enthaltenen komplexen Terme
aufzul6sen, um so die Ausdriicke weiter zu vereinfachen. Fiir die Nullstellen-
Prozedur stellen sich die Werte zo bis x4 damit also zunéchst als komplexe
Zahlen dar und werden deshalb nicht als Losungen betrachtet. Selbst die
numerische Evaluierung der obigen Werte hilft hier nicht weiter, denn wendet
man die Maple-Funktion evalf auf diese Ausdriicke an, so erhélt man

r1 =0,
Ty = 1.457958786 + 0.1 - 10~ %3,
z3 = —1.626624721

und 24 = 0.1686659349 — 0.2 - 10774

Immer noch werden zwei der vier eigentlich reellen Zahlen als komplexwertig
ausgegeben, ein Effekt, der auch durch die Erhéhung der Rechengenauigkeit
nicht ausgeschaltet werden kann. Eine Beurteilung, ob es sich bei den ermit-
telten Werten um Extremwerte handelt ist nur fiir #; zweifelsfrei moglich.
Die anderen Werte konnen nicht sicher als Losungen der Extremwertberech-
nung angesehen werden. A
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6 Erfahrungen und Ausblick

Die mehrjahrige Entwicklung des Programmpakets diskus ermoglichte es
uns, einen tieferen Einblick sowohl in den praktischen Umgang mit einem
multifunktionellen Computeralgebrasystem wie Maple, als auch in weitrei-
chende Probleme der algorithmischen Analysis zu gewinnen. Einige unserer
Beobachtungen, Erfahrungen und Schlufsfolgerungen sollen in diesem letzten
Kapitel gesammelt werden.

6.1 Awuswahl der zu diskutierenden Funktionen

Die Tatsache, daf fiir elementare Funktionen keine Normalform existiert,
bedingt, wie in der Einleitung schon erwéhnt, die Unmdglichkeit eines Algo-
rithmus, welcher zu einer beliebig vorgegebenen elementaren Funktion eine
vollsténdige Funktionsdiskussion durchfiihrt (vgl. [GS96|). Folglich ist man,
um befriedigende Ergebnisse zu erzielen, von vornherein dazu gezwungen,
sich einzuschrinken und geeignete Funktionsklassen zu finden, fiir die eine
algorithmische symbolische Funktionsdiskussion mindestens in weiten Teilen
moglich ist.

Einige dieser Klassen (z.B. die der rationalen Funktionen) haben — bisher
eher aus praktischen Erwigungen, denn theoretisch begriindet — Eingang in
den Schulunterricht gefunden und dienen dort als Ubungsmaterial. Die Tat-
sache, dafs Computeralgebrasysteme, wie nun auch unser Programm diskus
demonstriert, natiirlich in der Lage sind, diese Funktionen vollstindig zu
diskutieren, hat daher bereits zu einer lebhaften Diskussion innerhalb der
Mathematik-Didaktik gefiihrt, in welcher Form das Thema ,Funktionsdis-
kussion“ im Unterricht noch seine Berechtigung habe (vgl. [SW95]).

Mit den exakt-invertierbaren Funktionen und den durch FOE-Termen be-
schriebenen Funktionen konnten weitere geeignete Klassen bestimmt werden,
welche ebenfalls in diskus beriicksichtigt sind.

Wiinschenswert wére allerdings neben einer sicherlich noch notwendigen Ver-
besserung der bereits benutzten Algorithmen eine systematischere Vorge-
hensweise bei der Auswahl der Funktionsklassen. Im Hinblick auf die konkre-
ten Bediirfnisse der Ingenieurwissenschaften, wie auch auf die angedeuteten
Probleme im Bereich der Mathematik-Didaktik, scheint es uns notwendig —
soweit moglich — gezielt diejenigen elementaren Funktionen ,herauszupripa-
rieren, welche einer algorithmischen symbolischen Funktionsdiskussion zu-
ganglich sind.

Dabei ist dann auch der von uns bisher weniger intensiv untersuchte Fall
zu betrachten, daf in einer zu diskutierenden Funktion eine Kreisfunktion
auftritt. Die Tatsache, daf hieraus sehr schnell mehr-parametrige Familien
von Null-, Extrem- und Wendestellen oder Gleichungen resultieren, wirft eine
Reihe von neuen Problemen auf, welche bisher in diskus nur in Ansétzen
geldst sind.
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6.2 Die Notwendigkeit hybrid numerisch-symbolischer Me-
thoden

Ein Effekt, der u.a. hdufig bei der Diskussion exakt-invertierbarer Funktio-
nen sichtbar wurde und den wir in Beispiel 5.7 demonstriert haben, war, daf
Maple zwar polynomiale Gleichungen (auch hoheren als 5. Grades) symbo-
lisch auflésen kann, daf die erhaltenen Ergebnisse aber oft eine fiir Anwender
und fiir die Weiterverarbeitung zu komplizierte Struktur besitzen (z. B. bei
vielfach geschachtelten Wurzelausdriicken). Dadurch werden die Ergebnisse
in zweierlei Weise ,unlesbar‘: weder ist man in der Lage, solch einen kompli-
zierten symbolischen Ausdruck unmittelbar mit einem konkreten Zahlenwert
in Verbindung zu bringen, noch ist es Maple mdglich, diesen befriedigend nu-
merisch auszuwerten.

Da unser Ziel die Funktionsdiskussion reeller Funktionen ist, ist es zur wei-
teren Verarbeitung eines symbolischen Ausdruckes in diskus vielfach not-
wendig, zu entscheiden, ob es sich um einen reellen oder komplexen Wert
handelt. Dies gelingt bisher, wie geschildert, weder auf rein symbolischem
Wege noch mittels einer puren numerischen Auswertung.

Einfache Experimente mit Maple zeigen im letztgenannten Fall nicht nur, daf
die numerisch ermittelten Werte extrem von der voreingestellten Prazision
der Arithmetik abhéngig sind, sondern auch, daf deren Aussagekraft nicht
notwendig durch eine Erh6hung der Nachkommastellen verbessert wird: so
kann es vorkommen, daf auch bei der Beriicksichtigung weiterer Nachkom-
mastellen filschlich bei der Auswertung eines reellen Wurzelausdrucks ein
nicht verschwindender Imaginirteil angegeben wird?®.

Andererseits ist bisher aber auch selbst im Fall geschachtelter Wurzelaus-
driicke noch kein Algorithmus bekannt, der in der Lage wére nur aufgrund
symbolischer Manipulationen die angesprochene Frage zu beantworten.

Wir sind inzwischen der Auffassung, daf hier ein typischer Punkt erreicht ist,
wo es sich als vorteilhaft erweisen kann, eine Abkehr von den rein symboli-
schen Verfahren vorzunehmen und auch numerische, sowie hybrid numerisch-
symbolische Methoden zu berticksichtigen. Hierbei ist speziell etwa an die
Benutzung von Verfahren zur exakten Isolierung reeller und komplexer Null-
stellen von Polynomen zu denken (vgl. [HTV84] oder [Mig92]). Die aktuelle
Entwicklung in verschiedenen Bereichen, wie z.B. der reellen algebraischen
Geometrie, scheint eine solche Vorgehensweise noch weiter zu rechtfertigen?.

28 Interessanterweise kann in manchen Féllen eine Verbesserung erreicht werden, indem
ein urspriinglicher Ausdruck mehrmals symbolisch mittels eines Operators etwa der
Form simplify o expand dquivalent umgeformt wird.

29 Bemerkenswert in diesem Zusammenhang ist, daf inzwischen selbst die Viter von

Maple die Entwicklung von  hybrid symbolic-numeric algorithms for scientific compu-
tation“ als erklartes Ziel angeben
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6.3 Probleme mit Maple

Die umfassenden Féhigkeiten des Computeralgebrasystems Maple im Bereich
der symbolischen Behandlung von Problemen aus Algebra und Analysis sind
unbestreitbar. Ebenso diirfte — mindestens aufgrund der Anspriiche sowohl
der Schopfer als auch der Gemeinde der Nutzer von Maple — die Korrektheit
der hier benutzten Algorithmen weitgehend sichergestellt sein (obwohl auch
hier Vorsicht geboten ist, vgl. [Wal96]). Problematischer dagegen sind die
saccessories‘, die als weitere Dienstleistungen angeboten werden.

6.3.1 Die Maple-interne Programmiersprache

Sind gelegentliche Bugs in einem Programmpaket der Grofe Maples noch zu
verschmerzen und ist die Form von graphischen Displays und die Bildschirm-
ausgabe von Ergebnissen oft auch eine Frage des personlichen Geschmacks,
so dal in diesem Bereich stets Kompromisse eingegangen werden miissen,
so ist leider festzustellen, daf die Autoren von Maple die eingebaute Pro-
grammiersprache eher stiefmiitterlich behandelt haben. Daher traten bei der
Implementierung der verschiedenen Pakete von diskus stets Probleme auf,
und es mufiten, wie bereits in der Einleitung zu Abschnitt 4 erwdhnt, mehr
oder weniger umstandliche Hilfskonstruktionen programmiert werden. Hier
sei insbesondere nochmals auf zwei der gravierendsten Mankos hingewiesen:
Zum einen ist die Maple-interne Programmiersprache nicht streng getypt,
zum anderen war die unmittelbare Weiterverarbeitung von Ausgaben, wel-
che durch die symbolischen Algorithmen ermittelt wurden, oft nicht ohne
ein geeignetes Post-Processing moglich, da jene offensichtlich abhéngig von
internen Zusténden derjenigen Maschine sind, auf welcher Maple gerade be-
trieben wurde (so z. B. die Reihenfolge ermittelter Nullstellen u. a.).

Vielleicht am bezeichnendsten fiir die Schwierigkeiten, die einem bei der Be-
nutzung der Maple-internen Programmiersprache begegnen, sind die uner-
warteten Probleme, die sich fiir uns bei der Umstellung von Release 3 auf
Release 4 ergaben: die unter Rel. 3 bereits implementierten Teile von diskus
waren unter Rel. 4 nicht mehr lauffahig, weil sowohl Syntax als auch Seman-
tik nicht abwértskompatibel sind (vgl. auch [Wal96]).

6.3.2 Unerwiinschte ,Vereinfachungen‘

Neben der internen Programmiersprache hat sich im Laufe unserer Untersu-
chungen ein weiterer Schwachpunkt von Maple gezeigt, diesmal allerdings,
was erheblich unangenehmer ist, im symbolischen Teil. Wie bereits erwéhnt,
kann aus theoretischen Griinden kein Programm das Aquivalenzproblem fiir
elementare Funktionen 16sen. Daher sind bei beliebigen Aquivalenzumfor-
mungen, wie durch die Routinen simplify oder expand realisiert, stets Ein-
schrankungen und Mehrdeutigkeiten zu erwarten. Unangenehm und fiir uns
zunéchst unerwartet war jedoch die Tatsache, daf Maple in einigen, wie sich
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erweist, nur scheinbar offensichtlichen Féllen Ausdriicke selbstidndig, d.h.
ohne eine explizite externe Aufforderung, ,vereinfachte*, was im Fall elemen-
tarer Funktionen bedeutete, daf nicht mehr die vom Benutzer vorgegebene
Funktion diskutiert wurde, sondern eine zu dieser funktional &quivalente.
Das wiederum kann zum Verlust markanter Punkte fithren. So behandelt
Maple die Funktion

8

T =
x

wie die Funktion
T 1,

was natiirlich den Verlust der Definitionsliicke # = 0 mit sich zieht. Analoges
gilt fiir Funktionen wie

T = V2.

Es ist offensichtlich, dafs zwischen den urspriinglichen Funktionen und den
,vereinfachten“ Funktionen gravierende Unterschiede bestehen konnen.

Leider wird auch diese Form von ,Vereinfachungen nicht konsequent durch-
gefiihrt, sondern ist abhéingig von der Form der Eingabe. So wird z.B. die
Funktion

2 -1

€T —
z—1

korrekt von diskus diskutiert (was bedeutet, daf der Term ij nicht heraus-

gekiirzt und damit zy = 1 als Definitionsliicke erkannt wird). Wird dagegen
die Eingabe in der Form

= (x +$1)_(xl— 1)

gewdhlt, so kiirzt Maple zundchst wieder, so daff nur noch die Funktion
z +— x + 1 diskutiert werden kann.

Dieses Verhalten hat, wie wir bei unserer Arbeit sehen konnten, mindestens
zwei Folgen: eine offensichtliche, die wir gerade geschildert haben, dafs also
stets damit zu rechnen ist, daf u.a. hebbare Singularitdten einer Funktion
nicht erkannt werden, weil sie bereits ,weggekiirzt* worden sind, und eine
versteckte, dalt ndmlich Nebeneffekte bei der Anwendung numerischer Pro-
zeduren auftreten, was daran liegt, dat die Genauigkeit numerischer Aus-

wertungen bei funktional #iquivalenten Funktionen variieren kann3V.

30 Man betrachte hierzu nur die erwahnte Funktion z — v/x2 und die hierzu funktional
dquivalente Funktion z — x.
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6.4 Schluftfolgerungen

Das zunéchst vielleicht etwas anwendungsfern erscheinende Problem der al-
gorithmischen symbolischen Funktionsdiskussion hat sich als iiberaus frucht-
bar erwiesen, um Effekte, die in der Computeralgebra eine grofse Rolle spielen
bzw. beim Umgang mit Computeralgebrasystemen auftreten ,im Kleinen®,
d.h. in einer kontrollierten, durch die konkrete Aufgabenstellung genau be-
grenzten Umgebung, exemplarisch zu studieren.

Die Erkenntnisse, die wir so bei der Entwicklung des Prototyps diskus ge-
wonnen haben, sind aber nicht auf diese Problemstellung beschrankt, son-
dern spiegeln verschiedenste typische Aspekte des in gewisser Hinsicht noch
relativ jungen und wenig strukturierten Gebiets der Computeralgebra wie-
der: das schrittweise Vergrofsern des Vorrats an symbolischen Losungsverfah-
ren durch Einschrankung auf geeignete (Funktions-)klassen, der manchmal
geringe Informationsgehalt von exakten Ergebnissen aufgrund ihrer kom-
plizierten Struktur, die Notwendigkeit, ohne Verzicht auf Exaktheit auch
numerische Methoden beriicksichtigen zu miissen etc.

Ebenso sind verallgemeinernde Schliisse {iber die Art und Weise mdglich,
wie Computeralgebrasysteme anzuwenden sind: Es ist deutlich geworden,
dafs sich auch bei der Benutzung von symbolischen Algorithmen stets die
Frage nach der Korrektheit stellt und daf sich gerade an vermeintlich of-
fensichtlichen Stellen, wie z. B. der geschilderten , Aquivalenz‘-Umformung
seinfacher Ausdriicke, schwerwiegende Fehler einschleichen kénnen.

Die Probleme, die wir mit der Maple-internen Programmiersprache hat-
ten, legen desweiteren den Schluff nahe, daff man selbst von scheinbaren
Universal-Tools nicht alles erwarten sollte. Anstatt grofere Anwendungen
in der internen Programmiersprache eines Computeralgebrasystems zu rea-
lisieren, ist es wohl zweckméfiger, zur Implementierung eine der klassischen
hoheren Programmiersprachen zu benutzen, um somit auch moderne Me-
thoden des Software-Engineering beriicksichtigen zu kénnen. Die Anbindung
an ein gegebenes Computeralgebrasystem sollte nur insoweit geschehen, daf
ohne Schwierigkeiten gewisse Teilprobleme an dieses iibergeben und Losun-
gen von diesem iibernommen werden konnen. Aus diesem Grund sollte bei
der Entwicklung solcher Systeme eher Wert auf die Bereitstellung geeigneter
Schnittstellen gelegt werden als auf die ad-hoc-Entwicklung interner Pro-
grammiersprachen.

Man koénnte meinen, dafs es sich bei den von uns festgehaltenen Beobach-
tungen um Binsenweisheiten handelt. Nichtsdestotrotz hat die Erfahrung
der letzten Jahre gezeigt, dafs dem nicht so ist. Wir glauben daher, dafs es
verstirkt notwendig ist, potentielle Anwender, ebenso wie Entwickler von
Computeralgebra(systemen) friithzeitig mit diesen Tatsachen zu konfrontie-
ren. Es ist klar, daf sich hieraus dann auch Konsequenzen fiir die Art und
Weise ergeben miissen, in welcher Computeralgebra — und damit letztlich
auch Mathematik — in Universitdt und Schule zu unterrichten ist.
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A Beispielausgaben

A.1 Die BTEX-Ausgabe
Funktion:

flz) =ava?2 -9

Definitionsliicken:

Myer, = {z€eR| -3<x<3}

Nullstellen:

Tnully, = _\/§
~ —-3.0

Tnully = \/§
~ 3.0

Maxima:

keine gefunden oder keine vorhanden

Minima:

keine gefunden oder keine vorhanden

Nicht klassifizierbare Extremwerte:

keine gefunden oder keine vorhanden

PtoN-Wendestellen:

keine gefunden oder keine vorhanden

NtoP-Wendestellen:

3v6 93
(wntopl ) yntopl) = <_T ) _T>
r  (—3.674234615, —7.794228636)
3v6 93
(‘,L.’ntOPQ ’ yntopQ) = T ’ T

X

(3.674234615, 7.794228636)

Sattelpunkte:

keine gefunden oder keine vorhanden
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Nicht klassifizierbare Wendestellen:

keine gefunden oder keine vorhanden

Achsensymmetrie:

Lachssym; — 0

Punktsymmetrie:

keine gefunden oder keine vorhanden

senkrechte Asymptote:

keine gefunden oder keine vorhanden

waagerechte Asymptote:

keine gefunden oder keine vorhanden

schiefe Asymptote:

keine gefunden oder keine vorhanden

Verhalten im Unendlichen

lim f(z) = —oo

Wertetabelle fiir f(z)
| +o +1 | +2 | +8 | 44
-12 -139.4274 | -116.4131 | -95.39392 | -76.36753 | -59.32959
-7 -44.27189 | -31.17691 -20 -10.58301 0
-2 complex complex 0 complex complex
+3 0 10.58301 20 31.17691 | 44.27189
+8 59.32959 | 76.36753 | 95.39392 | 116.4131 | 139.4274
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Plot der Funktion

100

50

-10 5 0

-50

-100-7

10
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A.2 Die Bildschirmausgabe im Prettyprint-Modus

> fi=(x->x)*((x->x"(1/2))0(x->x"2-9));
f=(z—>z)(z—Vr)Q(z—2"-9)

> f(x);

> diskus(f,x);
eingegebene Funktion :

z\Va? -9
HHAHHHHH A HHH A HH A H A A
Definitionsluecken :

—3<zx<3
o i  a a  a a a  a  ak a

Nullstellen :

V9
Numerisch :

—3.000000000

V9

Numerisch :

3.000000000
A A 0 A A A A A i A i

FEztremwerte :

Mazima : keine vorhanden oder keine gefunden

Nicht klassifizierbare Extremwerte : keine vorhanden oder keine gefunden
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i a
Wendestellen :

PtoN : keine vorhanden oder keine gefunden

NtoP :
3 9
- = ——v3
2 \/_’ 2 V3
Numerisch :

—3.674234615, —7.794228636

3 ~9
5 V65 V3

Numerisch :

3.674234615, 7.794228636

Sattelpunkte : keine vorhanden oder keine gefunden

Nicht klassifizierbare Wendestellen : keine vorhanden oder keine gefunden

A A AN AN A A8 8 0 A AR AN AN A

Symmetrieverhalten :

Achsensymmetrie :

Punktsymmetrie : keine vorhanden oder keine gefunden

ki i i i
senkrechte Asymptote : keine gefunden
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schiefe Asymptote : keine gefunden

ki i i i
Verhalten fuer x — > — Unendlich :

Verhalten fuer © — > + Unendlich :

(0. 9]
A A AN A AN A A8 8 0 A AN AN AN i A
Wertetabelle :
I Il +0 | +1 | +2 | +3 | +4 |
[------ [ - [ - - - - - - - |
| -12 || -139.43 | -116.41 | -95.394 | -76.368 | -59.33 I
| -7 [l -44.272 | -31.177 | -20 | -10.583 | 0 |
| -2 || complex | complex | 0 |  complex | complex |
I3 Il o | 10.583 [ 20 | 31.177 | 44.272 I
| 8 Il 59.33 | 76.368 | 95.394 | 116.41 | 139.43 I
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A.3 Die Bildschirmausgabe im Textmodus

> fd:=(x->x)*((x->x"(1/2))0(x->x"2-9));
f=(z—>z)(z—Vr)Q(z—2"-9)

> f(x);

zVz2 -9

> diskus(f,x,pretty=false);

eingegebene Funktion :
zvVz?—9

HH R HR R R R R HRHRHHHHH BB BB BB BB EEEE R R R R R #

Definitionsluecken:
-3 <x<3

AR RRRR R RE RER R R R  H #

Nullstellen:
-3
3

AR RRRR R RE RER R R R  H #

Maxima: keine vorhanden oder keine gefunden

Nicht klassifizierbare Extremwerte: keine vorhanden oder keine gefunden
R

PtoN: keine vorhanden oder keine gefunden

NtoP:
(-3.6742346, -T7.7942286)
( 3.6742346, 7.7942286)

Nicht klassifizierbare Wendestellen: keine vorhanden oder keine gefunden
Ezizissns s s sz sy ssns it s s s s s s s s s p s s s s s s T

Achsensymmetrie:
0
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Punktsymmetrie: keine vorhanden oder keine gefunden
Ezizissns s s sz sy ssns it s s s s s s s s s p s s s s s s T

senkrechte Asymptote: keine vorhanden oder keine gefunden

schiefe Asymptote: keine vorhanden oder keine gefunden
BRI

Verhalten fuer x -> -Unendlich:
-Unendlich

Verhalten fuer x -> +Unendlich:
+Unendlich

AR RRRR R RE RER R R R  H #

Wertetabelle:

| [l +0 | +1 | +2 | +3 | +4 |
[------ [ - [ - - - - - - - |
| -12 || -139.43 | -116.41 | -95.394 | -76.368 | -59.33 I
| -7 |l -44.272 | -31.177 | -20 | -10.583 | o I
| -2 |l complex | complex | 0 |  complex | complex |
| 3 I o | 10.583 | 20 | 31.177 | 44.272 I
| 8 Il 59.33 | 76.368 | 95.394 | 116.41 | 139.43 I
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Corrigendum zu [GS96]

e Satz 4.3 zur Charakterisierung exakt invertierbarer Funktionen muff kor-
rekt folgendermafien lauten:

Sei f eine exakt invertierbare Funktion. Dann existieren elementare Funk-
tionen V... ™) so daff f funktional dquivalent zur Hintereinander-
schaltung Y& o ... o ™) ist. Fir i € {1, ..., m} tritt dabei einer der
nachstehenden Fille ein:

1. 9 st elementar transzendent, d.h., ) € {exp, In, sin, arctan} mit
den bekannten lokalen Umkehrfunktionen (das sind In, exp, arcsin 4+2km
mit k € Z bzw. tan),

) ist exakt invertierbares Polynom,

) ist ezakt invertierbare gebrochen rationale Funktion,
1/18 1st exakt invertierbare algebraische Funktion oder

P\ ist die lokale Umkehrfunktion einer der in den Fallen 2.—4. genann-
ten Funktionen.

G Lo e

Die lokalen Umkehrfunktionen von f sind dabei von der Form
B -1 0 -1
F= () oo (W)

Ay —1
wobei die Indizes kj geeignete ganzzahlige Parameter sind und (1[1,(3]))
eine lokale Umkehrfunktion von 9 bezeichnet.
e Eine Klassifikation aller exakt invertierbaren algebraischen Funktionen ist

bisher noch nicht erfolgt, so dafs auch Folgerung 4.9 entsprechend zu mo-
difizieren ist.
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